GAL I Kolokwium 2, 23 stycznia 2021, Losowy temat

Zadanie 1. (20p) W przestrzeni Q* rozpatrzmy nastepujace wektory v; = (1,¢,2,0), vo = (0,1, -1, —1),
wy = (1,1,s,0), wo = (0,1,1,0), gdzie s, t € Q sa parametrami. Niech V, W C Q* beda podprzestrze-
niami rozpietymi przez wektory vi, ve oraz, odpowiednio, wy, ws. Dla jakich wartoéci parametréw s, t
przestrzen Q* jest sumg prosta tych podprzestrzeni? Dla jakich wartoéci parametréw s, t istnieje prze-
ksztalcenie liniowe ¢ : Q* — Q takie, ze p(v1) = p(v2) = p(w1) = p(wse) = 1 ? Odpowiedzi uzasadnij.

Zadanie 2. (20p) Niech ¢ : R* — R* bedzie symetria wzgledem podprzestrzeni V; opisanej ukladem
réwnan x1 — x3 = 0,29 — x4 = 0 wzdluz podprzestrzeni Vo = lin((1,0,0,—1), (0,1, 1,0)).

(a) Znalezé baze podprzestrzeni ¢(V), gdzie V = lin((1,1,-1,4),(1,2,—1,0)).

(b) Dla jakich wartosci parametru t € R przeksztalcenie liniowe ¢ o 1)y jest izomorfizmem, gdzie
Py : RY — R* zadane jest wzorem: ¢y (21, T2, T3, 24) = (21 + t23, 20 + txg, T3 + to1, T4 + t22).

Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3. (20p) Rozpatrzmy przestrzenie liniowe V = Q*, W = Q3 i przeksztalcenie liniowe ¢ : V —
W zadane wzorem o(x1, 2, 23,24) = (x1 + T3 — T4, —To — T3 + T4, 21 — x3). Znajdz k = dim ker(p) i
r = dimim(y). Nastepnie znajdz taka baze A przestrzeni V' i taka baze B przestrzeni W, zeby macierz
przeksztalcenia ¢ w tych bazach miata pierwszych k kolumn skladajacych sie z zer i ostatnie 3 —r wiersze
byly zerowe oraz jej pod-macierz r X r w prawym gérnym rogu byta macierza jednostkowa, czyli miala

nastepujaca postaé blokowa
0 I.
0 0}’

gdzie I, jest macierza jednostkowa r x r. Odpowiedzi uzasadnij, przedstaw odpowiednie obliczenia.

Zadanie 4. (20p) Policz wyznacznik nastepujacej macierzy; przedstaw przebieg obliczen i wyjasnij jakiej
metody uzyles/las:

12345 6 7
11234 5 6
11357 9 11

A=1]1 13 6 8 10 12
11367 8 9
11367 7 8
11367 7 9

Policz wyznacznik produktu (24) - A - A, wyjasnij z jakich wlasnosci wyznacznika skorzystales/tas.

Zadanie 5a. (5p) Rozstrzygnij czy macierz

-1 1 1
0 1 —-1] € M3X3(Z3)
1 0 1

jest odwracalna. Odpowiedz uzasadnij, sformutuj twierdzenie na ktére sie powotujesz.

Zadanie 5b. (5p) Podaj przyklad przestrzeni liniowej W wymiaru skoficzonego d > 4, ktéra zawiera
trzy podprzestrzenie Vi, Vo, V3 C W, takie ze W =V, @ Vo = V1 @& V3 = Vo @ V3. Jakie warunek musi
spelnié liczba d, zeby taki przyklad istnial? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 5c. (5p) Rozpatrzmy trzy przestrzenie liniowe V, W, Z i przeksztalcenia liniowe ¢ : V — W,
Y W — Z. Pokaz, ze jesli ¢ i ¢ sa epimorfizmami, to ich zlozenie ¥ o ¢ tez jest epimorfizmem. Czy
prawda jest twierdzenie odwrotne: o ile ¥ o ¢ jest epimorfizmem, to zaréwno ¢ jak i ¥ jest epimorfizmem?
Odpowiedz uzasadnij: jesli odpowiedz jest negatywna, to podaj odpowiedni przyktad.

Zadanie 5d. (5p) Zal6zmy, ze przestrzen liniowa V' jest suma prosta swoich podprzestrzeni V = V; ® V5
ip;,: V —V;dlai=1,2 sa rzutami na te podprzestrzenie. Niech ¢ : W — V bedzie przeksztalceniem
liniowym takim, ze dla i = 1,2 zlozenie p; o ¢ jest epimorfizmem. Czy ¢ jest epimorfizmem? Odpowiedz
uzasadnij: jesli odpowiedz jest negatywna, to podaj odpowiedni przyktad.



Zadanie 6. (20p) Niech V bedzie skoficzenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem nad cialem K.

(a) Niech U bedzie podprzestrzenia V. Pokazaé, ze dla kazdego funkcjonatu f € U istnieje funkcjonat
f e V* taki, ze f(u) = f(u), dla kazdego u € U.

(b) Niech U; beda podprzestrzeniami V', za$ f; € (U;)*, dla i = 1,2. Wykazaé, ze nastepujace warunki
sg réwnowazne:
— Istnieje f € (Uy + Us)* taki, ze f(u;) = fi(u;), dla kazdych u; € Uy, dlai = 1,2.
— Jesli uy +ug =0, dla uy € Uy, us € Us, to f1(U1) + fQ(UQ) =0.
— Dla kazdego u € Uy N Uz mamy f1(u) = fa(u).
(c) Wskazaé przyklad przestrzeni V nad cialem K, podprzestrzeni U; C V oraz funkcjonaléw f; € (U;)*,

dla i = 1,2,3, takich, ze fi(u) = f;(u), dla i # j oraz dowolnego u € U; N Uj;, ale nie istnieje
funkcjonal f € (Uy + Uy + Us)* taki, ze f(u;) = fi(u;), dla dowolnych u; € U; oraz i = 1,2, 3.



