GAL I Kolokwium 1, 5 grudnia 2020, Losowy temat

Zadanie 1. (16p) Rozpatrzmy nastepujace zbiory na plaszczyznie zespolonej C:
A1 ={z€C:re(z) <0, im(z) >0, |z| <8}

oraz
Ag={z€C:2'c A}, dlad=1, 2, 3,....

(a) Narysuj na plaszczyznie zespolonej zbiér Az oraz jego sprzezenie Az = {z € C : 7 € A3}, zaznacz
na rysunku punkty charakterystyczne identyfikujace potozenie tego zbioru.

b) Naszkicuj obraz zbioru A; po zastosowaniu funkcji f(z) = & -i-22 — 1.
( j P ] 3

(c) Wypisz te rozwiazania réwnania z” = 567, ktére naleza do Aj.

Zadanie 2. (16p) Niech V' C Q* bedzie przestrzenia liniowa rozpieta przez wektory (1, 1, 2, t), (1, 2, 2, 1), (1, 0, 1, 0),
gdzie t € Q jest parametrem. Znajdz wymiar przestrzeni V w zaleznosci od parametru ¢. Przedstaw prze-
strzen V' jako zbidr rozwiazan pewnego jednorodnego uktadu réwnan. Rozpatrzmy uklad rownan U:

1 +xe =0
xo+x3 =0.
T3 — T4 =3

Zmajdz, w zaleznosci od parametru t, te rozwigzania uktadu U, ktére naleza do przestrzeni V.

Zadanie 3. (16p) Przypomnienie: kwadratowa macierz A = [a;;] jest symetryczna jesli dla kazdej pary
indekséw i, j zachodzi a;; = aj;. Rozpatrzmy trzy macierze symetryczne 2 x 2 o wspéiczynnikach w Q z

parametrami s i t.
3 1 t -1 0 s
(1) e=(h ) e=(01)

(a) Dla jakich wartosci parametréw s it macierze A, B, C rozpinaja przestrzen macierzy symetrycznych
2 x 2 nad Q7

1

1 1 ) jest kombinacja liniowa macierzy B

(b) Dla jakich wartosci parametréw s i ¢ macierz D = <
iC?
(c) Niech V' C Q* bedzie przestrzenia rozwiazah réwnania ze zmiennymi z; i wspélczynnikami, ktére
sg przedstawione w postaci macierzy zdefiniowanych powyzej
0 0
I1A+SE2B+SE3C+I4D: 0 0 .

Znajdz wymiar przestrzeni V w zaleznosci od parametrow s i t.

Zadanie 4a. (4p) Niech liczba naturalna d bedzie stopniem wielomianu f € R[z] ktérego zespolonymi
pierwiastkami sa wszystkie pierwiastki wielomianu * 4+ 2% 4+ 22 + x4+ 1 oraz liczby zespolone 74141 —7 +1.
Podaj ograniczenie dolne na d; odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4b. (4p) Ile rozwiazan ma nastepujacy uklad réwnan o wspétezynnikach w Zs:

:Cl+1'2+3$3 =0
21 +2x9+2x3 =0 7
T, + 229 + 3 =0

Odpowiedz uzasadnij powolujac sie na odpowiednie twierdzenia z wykladu.

Zadanie 4c. (4p) Zalézmy, ze wektory o, aa, as stanowia baze pewnej przestrzeni V nad cialem Q.
Rozpatrzmy wektor § = —a; +7a9 —3as. Czy wektory aq, ag, 3 stanowia baze V? Odpowiedz uzasadnij.



Zadanie 4d. (4p) Zalézmy, ze macierze Ay, As € M,xn(Q) sa rzedu, odpowiednio, r1 i ry. Podaj
przyklad macierzy Ay i As, dla ktérych rzad sumy A; + As jest wiekszy niz max(ry, r2). Podaj przyklad
Aq i Ag, dla ktérych rzad sumy Ay + Ay jest mniejszy niz min(ry, 79).

Zadanie 5. (16p) Dla kazdego r € R oznaczmy przez rMagy,(R) zbiér macierzy A = [a;;] € Myxn(R)
takich, ze suma wyrazéw w kazdym wierszu réwna jest sumie wyrazéw w kazdej kolumnie, a takze sumie
wyrazéw na kazdej z przekatnych, i wynosi . Sume mnogosciowa wszystkich zbioréw postaci r Mag,, (R),
dla r € R, oznaczamy przez Mag,(R).

(a) Znalezé uktady Uy, U, liniowych réwnan jednorodnych o n? niewiadomych opisujace odpowiednio
wyrazy macierzy w 0Mag,(R) oraz w Mag, (R).

(b) Wyznaczyé¢ dim(0Mags(R)).
(c) Wykazaé, ze dla n > 1 zachodzi réwno$é dim(0Mag,(R)) + 1 = dim(Mag,(R)).



