GAL, Kolokwium 2, 20 stycznia 2020, rozwigzania
Zadanie 1. [18 punktéw] Przeksztalcenie liniowe ¢ : R* — R3 zadane jest wzorem
o(x1, T2, x3,24) = (1 + T2 + 223 — T4, T1 — T3 + Tg, 3T1 + T2 + 24).
(a) Znalez¢ baze przestrzeni ker(y).
(b) Wyznaczyé¢ macierz M ()7, gdzie

A= (a1 =(1,1,0), az = (0,1,2), as = (0,0,1)).

¢) Znalezé, o ile to mozliwe, bazy B przestrzeni R* i C przestrzeni R® takie, ze macierz M (¢)% ma dokladnie
) ) y p p ) ® B
dwa niezerowe wspolczynniki.

Rozwiazanie. (a): Jadro ¢ to przestrzen rozwiazan ukladu réwnian liniowych jednorodnych o macierzy:

11 2 -1 01 3 =2
10—11$10—11:>(é(1)_31_12>
31 0 1 01 3 =2
czyli réwnowazny uktad réwnan w postaci schodkowej to
T — 3 + x4 = 0
To + 3xs3 — 2x4 = 0.

Przyjmujemy za zmienne wolne x3, x4 i kladac (v3,x4) = (1,0) oraz (z3,24) = (0, 1) otrzymujemy wektory
ﬂ3:(17_37170)7 ﬂ4:(_1727071)7

ktére stanowia baze ker(y).

(b): Skorzystamy z tozsamosci M (¢)A = M (id)A - M ()3t Mamy

[t o0
M@id)f = (M@Ed)%)  =[1 1 0
02 1

Liczymy macierz odwrotna:

100|100 100 1 00 100 1 0 0
11 0l010]=1(f(0o10]-110f=1({010]-1 10
0211001 02 1 0 0 1 00 1 2 -2 1

Ostatecznie

1 0 0\ /11 2 -1 11 2 -1
M@at=-1 1 o)1 0 -1 1]|={0 -1 -3 2
2 -2 1/ \3 1 0 1 3 3 6 -3

(c): Uzupeliamy baze (83, 84) podprzestrzeni ker(yp) do bazy, np. wektorami e; = (1,0,0,0) ieq = (0,1,0,0). Latwo
sprawdzi¢, ze macierz ukladu B = (e, ez, 83, 04) jest nieosobliwa (bo jest tréjkatna z jedynkami na przekatnej), a
wiec B jest baza. Mamy

"= @(61) = (15 153)
Y2 = 90(62) = (1707 1)

oraz oczywiscie p(83) = p(B4) = 0. Niech 73 € R3 bedzie dowolnym wektorem nienalezacym do lin(vyy,~2), np.
v3 = (1,0,0). Wéwczas C = (v1,72,73) jest baza R? oraz

o = O
o O O
o OO

1
M(p)g=|0
0



Zadanie 2. [18 punktéw] Dana jest baza A = (a1 = (0,1,-2), as = (1,1,—1), az = (0,1, —1)) przestrzeni R?
oraz dla kazdego t € R przeksztalcenie liniowe ¢, : R®> — R? zadane jest macierza

1 1 ¢
M(@t)i\‘ = 2t 2
-1 1 -1

(a) Dla jakich t przeksztalcenie ¢y jest izomorfizmem?
(b) Wyznaczy¢ ¢o(1,2,3).

(c) Niech 9 € (R3)* bedzie funkcjonatem liniowym zadanym wzorem (z10q + za0s + x303) = 21 + 232 — T3.
Znalez¢ wspolrzedne funkcjonatu ¢35 () w bazie sprzezonej do bazy A.

Rozwiazanie. (a) Ze wzoru Sarrusa wynika, ze
det(M(p)%) = —t —2+2t — (=t +2-2) =t +t -2 = (t — 1)(t +2)

a wiec det(M(p) =0 dlat € {1,—2}. Wobec tego p; jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € R\ {1, —2}.

(b) Znajdziemy wspoélrzedne wektora (1,2,3) w bazie A. R6wno$é x1aq + zaas + 2303 = (1,2, 3) jest réwnowazna
z ukladem réwnan o macierzy rozszerzonej

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 2] = 1 0 1 11 = (1 0 1 11 = (1 0 0 -5
-2 -1 -1 3 -2 0 -1 4 0 0 1 6 0 01 6

1 1 0 -5 4
2 0 2 1]=12],
1 1 -1 0

a wiec po(1,2,3) = —daq + 202 = (2,-2,6).
(c) Wspélrzedne 5 (v) w bazie sprzezonej do A to wartosci tego funkcjonatu na wektorach z A, czyli % (v)(o;) =
¥(ps(ey)) dla i =1,2,3. Mamy

Blps(en)) = Plar + 203 —ag) = 1422 — (—1) =6
’(/)(@3(052)) :w(a1+3a2+a3) =142-3—-1=6
U(ps(ag)) = Y(Bar +2as —ag) =3+2-2—(—1) =8,

a wiec szukane wspdélrzedne to (6,6, 8).

Zadanie 3. [18 punktéw] Dane sa macierze A € M,, ., (R) oraz B,C € Msy3(R) postaci

111 1 1 1
1 21 1 1 2
L1 31 1 3 6 9 17 020
A=t 1 14 1 4 B=|13 11 -7 c=110 3
: : 8 4 3 410
1 111 ... n—1 n-—1
1 2 3 4 ... n—-1 n

(a) Obliczy¢ det(A).

(b) Wiadomo, ze macierz B jest odwracalna. Obliczyé det(B~1CB”C).



Rozwigzanie. (a) Zalézmy, ze n > 1. Odejmujemy pierwszy wiersz macierzy A od pozostalych i otrzymujemy

11 1 1 1 1

01 00 0 1

00 20 0 2

0 0 0 3 0 3

0 00O n—2 n—2

01 2 3 n—2 n-1
Nastepnie od ostatniego wiersza odejmujemy wiersze 2,3,...,n — 1:

1 1 1 1 1 1

01 00 0 1

00 20 0 2

0 0 0 3 0 3

0 00O n—2 n—2

0 00O 0 a
gziea=(n-1)—-1-2-3—---—(n—=2)=(n—-1)—(n—1)(n—2)/2 = —(n— 1)(n — 4) /2. Powyzsze operacje

nie zmieniaja wyznacznika, a uzyskana macierz jest tréjkatna; mamy wiec

det(A) = (n — 2)1(—(n — 1)(n — 4))/2 = —(n — 1)l(n — 4)/2.

(b) Ze wzoru Sarrusa otrzymujemy det(C) = 2 -3 -4 = 24. Poniewaz wyznacznik odwrotnosci to odwrotnosé
wyznacznika i transpozycja nie zmienia wyznacznika, uzyskujemy

det(B~*CB*C) = det(B 1) det(C) det(B") det(C) = det(C)? det(B) ' det(B) = det(C)? = 576.

Zadanie 4. [10 punktéw] Niech V, W beda skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.
Uklad A jest baza V, a uklad B jest bazag W. Wykazaé, ze dla dowolnego przeksztalcenia liniowego ¢ : V. — W
zachodzi -
M(e")g- = (M(@4R)

gdzie * : W* — V* jest przeksztalceniem sprzezonym do ¢, a A*, B* sa bazami sprzezonymi do A i B.
Rozwigzanie. Oznaczmy dim(V) = n, dim(W) = m, A = (a1,..., o), B = (B1,...,5m). Niech (a;;) beda
wspolezynnikami macierzy M (p)5 € My,xn(K), a (b;;) — wspélezynnikami macierzy M (¢*)A. € Myxm(K).
Wspélezynnik b;; to i-ta wspélrzedna funkcjonatu ¢*(85) w bazie A, gdzie 35 jest j-tym funkcjonalem z bazy B*.
Mamy wigc

bij = ¢" (B} ) () = B} (p(ai)) = B} (a1 + azif2 + - + amifm) = aji,

co dowodzi tezy.

Zadanie 5. [18 punktéw] Niech K bedzie cialem oraz niech M, ., (K) bedzie przestrzenia liniowa macierzy kwa-
dratowych n x n nad cialem K.

(a) Niech A € M,,«n(K) bedzie niezerowa macierza. Wykazaé, ze istnieje osobliwa macierz B € M, «,(K) taka,
ze macierz A + B jest nieosobliwa.

(b) Niech T': Myxn(K) — Muxn(K) bedzie przeksztalceniem liniowym majacym te wlasnosé, ze dla kazdej
A € My, xn(K) zachodzi réwnosé det(A) = det(T'(A)). Pokazaé, ze T jest izomorfizmem. Mozna zakladacé, ze
punkt (a) jest spelniony.

Rozwiagzanie. (a) Wybierzmy n-wymiarowa przestrzen liniowa V nad cialem K i pewna jej baze A. Niech
¢ : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze M (p)% = A. Nastepnie wybierzmy przedstawienia

V =ker(p) ® W =im(p) & W'.



Oczywiscie W # 0, bo ¢ jest niezerowym przeksztalceniem. Poniewaz dim(ker(y)) + dim(im(¢)) = n, mamy
dim(W’) = dim(ker(y)), a wigc istnieje izomorfizin 9" : ker(y) — W', ktéry rozszerza si¢ jednoznacznie do
przeksztalcenia liniowego ¢ : V. — V takiego, e V|ier(p) = ¥ oraz V|y = 0. Niech B = M (1)4. Macierz B jest
osobliwa, bo ker(¢) = W # 0. Ponadto

(¢ +¥)(ker(p)) = ¢(ker(y)) = ¢’ (ker(p)) = W,
(p+ )W) = p(W) = im(p).

Stad V = lin(W' Uim(p)) C im(p + ¢), a wiec ¢ + ¢ jest epimorfizmem. Z poréwnania wymiaréw wynika, ze jest
réwniez izomorfimem, a wiec macierz A+ B = M (p + w)ﬁ jest nieosobliwa.

(b) Niech A € M, «,, bedzie niezerowa macierzg. Z punktu (a) wynika, ze istnieje osobliwa macierz B taka, ze A+ B
jest nieosobliwa. Jedli T(A) = 0, to mamy

0% det(A + B) = det(T(A + B)) = det(T(A) + T(B)) = det(T(B)) = det(B).

Ale to niemozliwe, bo macierz B jest osobliwa. Stad ker(7") = 0, a wiec 1" jest izomorfizmem.

Uwagi.

W 1897 roku Frobenius udowodnil, ze jesli przeksztalcenie liniowe T : M, ypn(K) — My «n(K) spelnia dla kazdej
A € M, xn(K) warunek det(A4) = det(T(A)) z punktu (b), to nie tylko jest izomorfizmem, ale jest albo postaci
#(A) = MAN, albo postaci ¢(A) = MAT N, gdzie M, N sa macierzami nieosobliwymi takimi, ze det(MN) = 1.

A gdyby zadaé jedynie, by przekszalcenie T przeprowadzalo macierze o zerowym wyznaczniku ma macierze o ze-
rowym wyznaczniku? Wéwczas sprawa robi sie bardziej skomplikowana. W 1949 roku stynny francuski matematyk
Dieudonné pokazal, ze jesli zalozymy dodatkowo, ze T jest izomorfizmem, to 7" musi byé¢ (ponownie) jednej z
dwéch postaci: T(X) = UXV lub T(X) = UX"V, dla ustalonych macierzy nieosobliwych U, V. Ale czy T musi
by¢ izomorfizmem? Okazuje sie, ze nie. Jesli K jest cialem algebraicznie domknigtym, to mozna pokazaé, ze takie
przeksztalcenie T jest albo izomorfizmem, albo przeprowadza kazda macierz z M, «,(K) (nie tylko osobliwe) na
macierz osobliwa. Zalozenia o algebraicznej domknietosci ciala nie da sie nietrywialnie ostabié.

Jedli nad cialem algebraicznie domknietym K zazadamy, aby przeksztalcenie liniowe T : My xpn(K) — Myxn(K)
przeprowadzalo macierze nieosobliwe w nieosobliwe, to mozna pokazaé, ze T musi takze przeprowadzac¢ macierze
osobliwe w osobliwe, i dodatkowo musi to juz by¢ izomorfizm. Dowdd jest trudniejszy niz w (b), ale wymaga jedynie
znajomosci materialu z poczatku drugiego semestru kursu GALu. Zrédlo: P. Botta Linear maps that preserve
singular and nonsingular matrices, Linear Algebra and its Applications, 20 (1978), str. 45-49.

Zadanie 6. [3 punkty za kazde zadanie]

(a) Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : R — R5 takie, ze im(yp) = ker(¢)?

Rozwigzanie. Mamy dim(im(y)) + dim(ker(¢)) = 5, wiec ker(¢) i im(yp) maja rézne wymiary, nie moga
wiec by¢ réowne.

(b) Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : V. — W pomiedzy skoficzenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi
nad cialem liczb wymiernych. Niech A bedzie baza przestrzeni V. Czy zawsze istnieje baza B przestrzeni W
taka, ze wszystkie wspotezynniki macierzy M ()5 sa catkowite?

Rozwiazanie. Taka baza zawsze istnieje. Wybierzmy dowolna baze C = (1, ..., y,) przestrzeni W. Wszystkie
wspélezynniki macierzy M (p)5 sa wymierne, wiec istnieje 0 < k € Z takie, ze macierz k- M (¢)$ ma wszystkie
wspOlczynniki catkowite. Wezmy baze B = (%71, %’}/2, cey %’yn) Woéwcezas

M(p)3 = M(idw)g - M(p)5 = k- I" - M(p)5 = k - M(9)5-
(c) Dane sa macierze A € M, xn(K) i B € Myxm(K). Zalézmy, ze A jest macierza odwracalng. Czy rzedy

macierzy B i AB musza by¢ réwne?

Rozwigzanie. Niech ¢ : R — R" i ¢ : R™ — R" beda przeksztalceniami liniowymi takimi, ze M ()3t =
A, M()st = B. Poniewaz ¢ jest izomorfizmem, mamy dim(V) = dim(¢(V)) dla dowolnej podprzestrzeni
V' C R". Wobec tego

rk(AB) = dim(im(¢ o ¢)) = dim(¢(im(v))) = dim(im(y)) = rk(B).



(d) Czy dla kazdych macierzy A, B € M3y3(R) zachodzi réwnoéé (A + B)? = A% + 2AB + B??

Rozwigzanie. Mamy
(A4 B)? = A + AB + BA + B,

wiec réownosé nie zachodzi dla macierzy takich, ze AB # BA, np. dla

0 0 1 0 0 O
A=10 0 0], B={[1 0 0},
0 0O 0 0O
poniewaz:
0 0 O 0 0 O
AB=10 0 0], BA=|0 0 1
0 0 O 0 0 O

(e) Czy kazdy epimorfizm ¢ : K[z] — K|[z] musi by¢ izomorfizmem?
Rozwigzanie. Nie kazdy, np. przeksztalcenie liniowe ¢ dane wzorem
O(anx™ +an 12" P+ F a4 ap) = apz™  Fan 12" 24 asz +ay
jest epimorfizmem, ale nie jest izomorfizmem (bo np. ¢(1) = 0).
(f) Dana jest macierz A € Mgxs(R) o wyznaczniku det(A) = 7. Zalézmy, ze wszystkie wspélczynniki A sa
catkowite. Czy macierz 21A~" tez musi mie¢ wszystkie wspétczynniki catkowite?
Rozwigzanie. Wiemy, ze
21
214" = ——adj(A) = 3adj(A),
det(4)" j(A) = 3adj(A),

gdzie adj(A) oznacza macierz dotaczona do A. Wspdlczynniki macierzy dolaczonej sa catkowite, bo sa to
minory macierzy A za znakiem +1. Wobec tego 21A~! ma réwniez wspétczynniki calkowite.



