GAL, Kolokwium 2, 20 stycznia 2020. Temat A

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnic.

e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze¢ (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18 punktéw] Przeksztalcenie liniowe ¢ : R* — R? zadane jest wzorem
e(x1, 2, x3,04) = (1 + T2 + 2203 — @4, T1 — T3 + 24, 321 + T2 + 24).
(a) Zmnalez¢ baze przestrzeni ker(p).
(b) Wyznaczyé macierz M ()2, gdzie
A= (a1 =(1,1,0), as = (0,1,2), as = (0,0,1)).

(¢) Znalezé, o ile to mozliwe, bazy B przestrzeni R* i C przestrzeni R3 takie, ze macierz M (cp)lc3 ma doktadnie
dwa niezerowe wspolczynniki.

Zadanie 2. [18 punktéw] Dana jest baza A = (a; = (0,1,-2), az = (1,1, 1), ag = (0,1, —1)) przestrzeni R?
oraz dla kazdego t € R przeksztalcenie liniowe ¢, : R3 — R3 zadane jest macierza

1 1 t
Meoa=12 t 2
-1 1 -1

(a) Dla jakich t przeksztalcenie ¢, jest izomorfizmem?
(b) Wyznaczy¢ ¢o(1,2,3).
(c) Niech 9 € (R®)* bedzie funkcjonatem liniowym zadanym wzorem (z10q + Ta0n + T303) = 21 + 215 — T3.

Znalez¢ wspolrzedne funkcjonalu o3 () w bazie sprzezonej do bazy A.

Zadanie 3. [18 punktéw| Dane sa macierze A € My, «,(R) oraz B,C € Mj3x3(R) postaci

111 1 ... 1 1
121 1 1 9
131 1 3 6 9 17 020
A=|(1 1 1 4 1 4 B=|13 11 -7 c=110 3
: : : 8§ 4 3 41 0
1 1 1 1 n—1 n-—1
1 2 3 4 n—1 n

(a) Obliczy¢ det(A).
(b) Wiadomo, ze macierz B jest odwracalna. Obliczy¢ det(B~'CB”C).

Zadanie 4. [10 punktéw] Niech V, W beda skoniczenic wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.
Uklad A jest baza V', a uklad B jest baza W. Wykazaé, ze dla dowolnego przeksztalcenia liniowego ¢ : V. — W
zachodzi . "

MM = (M(@)Z)
gdzie p* : W* — V* jest przeksztalceniem sprzezonym do ¢, a A*, B* sa bazami sprzezonymi do A i B.

Zadanie 5. [18 punktéw] Niech K bedzie cialem oraz niech M, ., (K) bedzie przestrzenia liniows macierzy kwa-
dratowych n x n nad cialem K.

(a) Niech A € M, (K) bedzie niezerowa macierza. Wykazad, ze istnieje osobliwa macierz B € My, x,(K) taka,
ze macierz A + B jest nieosobliwa.

(b) Niech T : Mpsn(K) — M,xn(K) bedzie przeksztalceniem liniowym majacym te wlasnosé, ze dla kazdej
A € Myxn(K) zachodzi réwnosé det(A) = det(T'(A)). Pokazaé, ze T jest izomorfizmem. Mozna zakladaé, ze
punkt (a) jest spelniony.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej é¢wiczenia
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Zadanie 6. [3 punkty za kazde zadanie]

(a) Czy istnieje przeksztatcenie liniowe ¢ : R? — R takie, ze im(p) = ker(p)?

(b) Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : V. — W pomiedzy skonczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi
nad ciatem liczb wymiernych. Niech A bedzie bazg przestrzeni V. Czy zawsze istnieje baza B przestrzeni W
taka, ze wszystkie wspélezynniki macierzy M ()5 sa calkowite?

(c) Dane sa macierze A € Muxn(K) i B € Myym(K). Zalézmy, ze A jest macierza odwracalna. Czy rzedy
macierzy B i AB musza by¢ rowne?



(d) Czy dla kazdych macierzy A, B € M3y3(R) zachodzi réwnoéé (A + B)? = A% + 2AB + B??

(e) Czy kazdy epimorfizm ¢ : K[z] — K|[z] musi by¢ izomorfizmem?

(f) Dana jest macierz A € Mgxs(R) o wyznaczniku det(A) = 7. Zaldzmy, ze wszystkie wspolezynniki A sa
calkowite. Czy macierz 21A~" tez musi mie¢ wszystkie wspétczynniki catkowite?



GAL, Kolokwium 2, 20 stycznia 2020. Temat B

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnic.

e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) poda¢: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18 punktéw] Przeksztalcenie liniowe ¢ : R* — R3 zadane jest wzorem

(w1, 22, 3,24) = (21 — T2 + 223 + T4, T1 + T2 — X3, 371 + Tg + T4).
(a) Znalez¢ baze przestrzeni ker(p).
(b) Wyznaczy¢ macierz M ()4, gdzie
A= (al = (1707 ]-)7 Qg = (0727 ]-)7 a3 = (07 170))

¢) Zmalezé, o ile to mozliwe, baz przestrzeni i C przestrzeni R® takie, ze macierz M ma doktadnie
Zmalezé, o ile t 71i bazy B t iR*icC t i R? tak M ()% doktad
dwa niezerowe wspOtczynniki.

Zadanie 2. [18 punktéw] Dana jest baza A = (a1 = (1,0,-2), as = (1,1,—1), az = (1,0, —1)) przestrzeni R?
oraz dla kazdego t € R przeksztalcenie liniowe ¢; : R? — R3 zadane jest macierza

-1 -2 1
M(@t)j == -1 t —1
t -2 1

(a) Dla jakich t przeksztalcenie ¢, jest izomorfizmem?
(b) Wyznaczyé (1,2, 3).
(c) Niech ¢ € (R?)* bedzie funkcjonatem liniowym zadanym wzorem v (z1a1 + Toe + z30:3) = 1 + 279 + T3.

Znalez¢ wspolrzedne funkcjonalu ¢3(¢)) w bazie sprzezonej do bazy A.

Zadanie 3. [18 punktéw] Dane sg macierze A € My, x»(R) oraz B,C € Ms5x3(R) postaci

11 1 1 ... 1 1

12 1 1 ... 1 2

11 3 1 ... 1 3 13 11 -7 010
A=|1 1 1 4 1 4 B=[6 9 17 c=[(110 3

: : 8 4 3 470

1 1 11 n—1 n-1

1 2 3 4 ... n-1 n
(a) Obliczy¢ det(A).
(b) Wiadomo, ze macierz B jest odwracalna. Obliczy¢ det(B~CBCT).

Zadanie 4. [10 punktéw] Niech V, W beda skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi nad cialem K.
Uklad A jest baza V', a uklad B jest baza W. Wykazaé, ze dla dowolnego przeksztalcenia liniowego ¢ : V. — W
zachodzi T’
M) = (M(©)5)

gdzie o* : W* — V* jest przeksztalceniem sprzezonym do ¢, a A*, B* sa bazami sprzezonymi do A i B5.
Zadanie 5. [18 punktéw] Niech K bedzie cialem oraz niech M, ., (K) bedzie przestrzenia liniows macierzy kwa-
dratowych n x n nad cialem K.

(a) Niech A € M,,«,(K) bedzie niezerowa macierza. Wykazaé, ze istnieje osobliwa macierz B € M, «,(K) taka,

ze macierz A + B jest nicosobliwa.

(b) Niech T : Myxn(K) — Muxn(K) bedzie przeksztalceniem liniowym majacym te wlasnoéé, ze dla kazdej
A € My, xn(K) zachodzi réwnosé det(A) = det(T'(A)). Pokazaé, ze T jest izomorfizmem. Mozna zakladad, ze
punkt (a) jest spelniony.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej é¢wiczenia
GAL, Kolokwium 2, 20 stycznia 2020. Temat B

Zadanie 6. [3 punkty za kazde zadanie]

(a) Dane jest przeksztalcenie liniowe ¢ : V. — W pomiedzy skoficzenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi
nad ciatem liczb wymiernych. Niech A bedzie baza przestrzeni V. Czy zawsze istnieje baza B przestrzeni W
taka, ze wszystkie wspélezynniki macierzy M ()5 sa catkowite?

(b) Czy kazdy epimorfizm ¢ : K[z] — K|x] musi by¢ izomorfizmem?

(c) Dane sa macierze A € Muxn(K) i B € Myym(K). Zalézmy, ze A jest macierza odwracalna. Czy rzedy
macierzy B i AB musza by¢ réwne?



(d) Czy dla kazdych macierzy A, B € M3y3(R) zachodzi réwnoéé (A + B)? = A% + 2AB + B??

(e) Dana jest macierz A € Mgxs(R) o wyznaczniku det(A) = 7. Zalézmy, ze wszystkie wspolezynniki A sa
catkowite. Czy macierz 21 A~ tez musi mie¢ wszystkie wspétczynniki catkowite?

(f) Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — RS takie, ze im(yp) = ker(y)?



