GAL, Kolokwium 1, 28 listopada 2019,
przyktadowe rozwigzania, temat A

Zadanie 1. [18 punktéw] Zdefiniujmy podzbiory zbioru liczb zespolonych C:

={2€C:V2<|2/<2, T <arg(z) <%},
Ay ={z22: 2,2 € A;_1} dlai>0.
B=AyUA UAsU...

(a) Naszkicowaé zbiory Ag, A1, As.
(b) Znalezé wszystkie pierwiastki stopnia 12 z 2'2 nalezace do Aj.
(c) Znalezé najmniejsza liczbe rzeczywista r taka, ze C=BU{z € C: |z| < r}.

Rozwiagzanie.
(a) Ponizej rysunek zbioréw Ag, A1, Ag, przy czym dla czytelnodci zastosowano skale logarytmiczna.

Im(z)

Z definicji zbioru A; wynika, dla ¢ > 1, ze jesli A;_1 jest zbiorem liczb zespolonych takich, ze r1 < |z| < ro
oraz ¢y < arg(z) < g, to A; jest zbiorem takich z, ze r? < |z| < rf oraz 2¢1 < arg(z) < 2¢9. W szczegdlnosei

A1 ={2€C:2< |z|<4,m/2<arg(z) < 7w} oraz Ay={2€C:4<|z|<16,7 <arg(z) < 2n}.

(b) Wypiszmy wszystkie pierwiastki stopnia 12 z liczby 2'2. W tym celu przedstawiamy ja w postaci try-
gonometrycznej 2'2 = 2'2(cos(0) + isin(0)), czyli |212| = 2!2,arg(2!'%) = 0. Zatem ze wzoréw podanych na
wykladzie pierwiastki te to 2o, 21,..., 211, gdzie

zo0 = 2(cos (2'12' ) + isin (2]?2”)) z1 = 2(cos (2'];2'” + 7sin 2';?”)) z9 = 2(cos (21;,”) + i sin 22—“))
23:2(005(212 )+L51n(%)) z4:2(cos(2‘]_2’7T +isin 2'1?;“)) Z5—2(cos(2']82”r)+isin 2']82'“))
26 = 2(cos (z ™) + Z.6¥Il ]ZQ’T)) 27 = 2(cos (2%21’; —l—z’s@n' s ’Tlg) 2 = 2(cos ( %21“1) + isin' Z 3“12)
29 = 2(cos( '12'”) + i sin 7’) 210 = 2(cos( '12'”) + zsm( '12‘")) 211 = 2((:0@( 12"’) + zsm( '12‘”))

Pierwiastki te maja moduty rowne 2, wiec naleza do zbioru Ay wtedy i tylko wtedy, gdy ich argumenty sa
w przedziale [7/4,7/2]. Latwo wiec widzied, ze sa to 29, 23.

(¢) Zauwazmy, ze dla i > 2 zbiory A; mozna opisa¢ w postaci: A; = {z € C : (v2)""2 < |2] < 202},
poniewaz juz zbiér As zawiera elementy o dowolnym argumencie. Zatem réwniez kolejne zbiory A; maja
te wlasnoéé. W szezegdlnosei zbior B\ (Ag U A1 U As) to cala plaszczyzna zespolona z wylaczeniem kola
opisanego warunkiem |z| < 16. Zatem szukane r réwne jest 16.



Zadanie 2. [18 punktéw] Niech ¢ € R. Niech V; bedzie przestrzenia rozwiazan ukladu réwnan

T1 + 229 — x3 — x4 =0
2r1 — x9 — 23 + x4 + x5
—r1 + txs + x3 4+ 4xy + 3 =0

Il
o

(a) Znalez¢ baze przestrzeni V.
(b) Dla kazdego t € R znalez¢ wymiar przestrzeni V.
(c) Podaé baze pewnej podprzestrzeni W C R takiej, ze Vo © W = R>.

Rozwiazanie. Przeksztalcamy macierz wspélczynnikéw przy pomocy operacji elementarnych na wierszach:

1 2 -1 -1 0 1 2 -1 -1 0 1 2 -1 -1 0
2 -1 -2 1 1] = (0 =5 0 3 1] =10 =5 0 3 1
-1 ¢ 1 4 1 0 t+2 0 3 1 0 t+7 0 0 0

Widaé, ze dla ¢ = —7 rzad macierzy wynosi 2, a dla ¢t # 7 rzad wynosi 3. Wobec tego dim(V_7) = 3
idim(V;) = 2 dla ¢t # —7, co stanowi odpowiedZ do punktu (b).

Dalej zaktadamy, ze ¢t = 0. Wykonujemy kolejne operacje elementarne na wierszach:

1 2 -1 -1 0 1 2 -1 -1 0 1 0 -1 -1 0 1 0 -1 -1 0
0 -5 0 3 1| =10 -5 0 3 1] = (0 0 O 3 1] =101 0 0 0
0o 7 0 0 0 0 1 0o 0 0 01 0 0 O 0 0 O 3 1

Przyjmujemy 23 i x4 za zmienne wolne. Podstawienie x3 = 1, 24 = 0 daje rozwigzanie
(:I:l7 T2,T3,%4, 'T5) = (17 07 ]-7 07 0)

a podstawienie x5 = 0, 24 = 1,

(.’1’51, T2, 3, T4, 7’?5) = (1 0,0,1, _3)a
i te wektory tworza baze Vj, co daje odpowiedZ w punkcie (a). Uktad ten mozna uzupelnié do bazy R®
wektorami (1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0) i (0,0,0,0,1), a wiec w punkcie (¢c) mozemy wybraé

W = 1in{(1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,0,0, 1)}.

Zadanie 3. [18 punktéw] Dana jest podprzestrzen
vV =1in{(1,2,0,1,0),(0,1,1,1,1),(2,2,3,0,3),(1,3,1,2, 1)}

przestrzeni liniowej K°.

(a) Dla K = R znalez¢ uklad réwnan opisujacy przestrzen V.

(b) Dla K = R znalez¢é wymiar przestrzeni V Nlin{(3,1,2,-1,2),(1,1,1,1,1)}.
(¢) Dla K = F5 znalezé baze V.

Rozwiagzanie. Przeksztalcamy macierz uktadu wektoréw rozpinajacych V przy pomocy operacji elementar-
nych na wierszach:

1 2 0 1 0 1 2 0 1 0 1 2 010 1 0 -2 -1 -2

01 1 1 1 N O 1 1 1 1 N 01 1 1 1 N 01 1 1 1

2 2 3 0 3 0 -2 3 -2 3 0 0 5 0 5 0 0 5 0 5

1 3 1 2 1 0 1 1 1 1 00 0 0 O 0 0 O 0 0

W punkeie (¢) mamy 5 = 0, a wiec baza V jest uklad ((1,0,3,4,3),(0,1,1,1,1)). Dla K = R przeksztalcamy

1 0 -2 -1 =2 1 0 -2 -1 -2 1 0 0 -1 0
01 1 1 1 N 0 1 1 1 1 N 01 0 1 O
0 0 5 0 5 0 0 1 0 1 001 0 1
0 0 O 0 0 0 0 O 0 0 o0 0 0 O



Stad V = 1in{(1,0,0,—1,0),(0,1,0,1,0),(0,0,1,0,1)}, a szukany uklad to

ry —2xo+x4 = 0
—x3+x5 = 0

Zeby rozwiaza¢ punkt (b), sprawdzamy wymiar przestrzeni V + lin{(3,1,2,-1,2),(1,1,1,1,1)}. Jest ona
rozpieta przez uklad wektoréw o macierzy

100 -1 0 100 -1 0 100 -1 0 100 -1 0
01 0 1 O 01 0 1 O 01 0 1 O 010 1 O
o001 o 1l=(0o01 0 1|=1]001 0 1|=1001 0 1
31 2 -1 2 01 2 2 2 002 1 2 000 1 0
111 1 1 01 1 2 1 001 1 1 00 0 0 O

Rzad tej macierzy to 4, a wige dim(V + 1in{(3,1,2,-1,2),(1,1,1,1,1)}) = 4. Wiemy, ze dim(V) = 3 i
dim(lin{(3,1,2,-1,2),(1,1,1,1,1)}) = 2, stad dim(V N 1lin{(3,1,2, ~1,2), (1,1,1,1,1)}) =

Zadanie 4. [10 punktéw] Niech (a1, @, ..., ar) bedzie ukladem wektoréw przestrzeni liniowej V. Wykazaé,
ze nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) (au1,...,ax) jest baza przestrzeni V,

(b) (a1, ..., ak) jest maksymalnym ukladem liniowo niezaleznym w V|

(¢) (aq,...,ar) jest minimalnym ukladem rozpinajacym V.

Rozwigzanie. Bedziemy dowodzié¢ cztery implikacje: (2) = (44), (#9) = (¢), (¢) = (441), (ii3) = (3).

Dowdéd implikacji (¢) = (é¢). Niech (au,...,ax) bedzie baza przestrzeni V. Gdyby uklad (aq,...,ax) nie
byl maksymalny, to istnialby taki wektor o € V, ze uklad (a1,...,ak,«) bylby liniowo niezalezny. Wéw-
czas jednak, zgodnie z uwagg z wykladu, o nie moze naleze¢ do lin(ay, ..., ax). To jest jednak niemozliwe,
bo V = lin(ay,...,ax), zgodnie z definicja bazy. Zatem uklad (a1,...,ax) jest maksymalnym niezaleznym
liniowo ukladem w V.

Dowéd implikacji (i) = (i). Skoro (aq,...,qx) jest maksymalnym ukladem liniowo niezaleznym w V', to
jest on w szczegdlnosci liniowo niezalezny. Do pokazania, ze (aq, ..., ) jest baza V pozostaje wykazad, ze
V = lin(ay,...,ax). Jednak z maksymalnoéci uktadu (a1, ..., ax) wynika, ze dla kazdego wektora a € V,
uklad (a1, ..., ax,a) jest liniowo zalezny. W szczegdlnosei z uwagi z wykladu wynika, ze « jest kombinacja
liniowa wektoréw asi,...,ax. A zatem istotnie V' = lin(ayq, ..., ax).

Dowdd implikacji (i) = (4i%). Niech (a1, ..., ar) bedzie (ponownie) baza V. Gdyby (a1, ..., ax) nie byl mini-
malnym ukladem rozpinajacym V', to zawieralby poduktad wlasciwy rozpinajacy V. Wezmy jednak dowolny
wektor sposrod oy, . .., ay nie nalezacy do tego poduktadu. Jest on kombinacja poduktadu, bo poduktad ten
rozpina przestrzen V. Daje to sprzeczno$é z liniowa niezaleznoscia uktadu (aq,. .., o).

Dowd6d implikacji (¢4) = (¢). Mamy minimalny uklad (aq,...,ax) rozpinajacy przestrzen V. Pokazemy,
ze jest on baza tej przestrzeni. Wystarczy pokazaé liniowg niezalezno$é tego uktadu. Gdyby uklad ten byt
liniowo zalezny, to jeden z wektor6w as, ...,y bylby liniowa kombinacja pozostalych. Mozemy zalozyé (po
ewentualnym przenumerowaniu) ag = by + ...+ bg_1a_1. Woéwcezas jednak V = lin(ay, ..., ax_1), bo dla
dowolnego o € V:

a=a1 +...+apo =
=a1on+ ... +ak(b1a1 + ... +bk—1ak—1) =

(o772

= (a1 +arbi)ar + ...+ (ap—1 + arbr—1) 1.

Jest to jednak sprzeczne z zalozeniem, ze (g, ..., ax) jest minimalnym uktadem rozpinajacym V. A zatem
uktad (aq,...,ax) jest liniowo niezalezny.



Zadanie 5. [18 punktéw] Niech I,, € M, «,(Q) bedzie macierza, ktérej jedyne niezerowe wyrazy znajduja
si¢ na przekatnej i sa réwne 1. Zbiér P, zawiera wszystkie macierze powstale z I,, przez wykonanie dowolnie
wielu operacji elementarnych zamiany wierszy (w tym [,,). Niech V' = lin(P,,). Wykazaé, ze:

(a) jesli A € V, to suma wyrazéw w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie macierzy A jest taka sama,

(b) jesli Wy jest podprzestrzenia M, (Q) zlozong z macierzy o zerowej sumie wyrazéw w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie oraz jesli F;; € Wy jest taka macierza, ktéra na pozycjach (i, j), (n,n) ma 1, na
pozycjach (i,n), (n,j) ma —1 oraz na pozostalych pozycjach ma 0, to Wy = lin(Fj;,1 < 4,5 <n —1),

(c) jesli macierz Ry; ;) powstaje z I, przez dwie kolejno wykonane operacje elementarne: zamiang wiersza
i-tego z m-tym, a nastepnie zamiane wiersza j-tego z n-tym, dla 1 < 4,5 < n, i # j, oraz jesli macierz
S(k,n) Powstaje z I, przez zamiang k-tego i n-tego wiersza, dla 1 < k < n, to uklad macierzy:

{R(i,j,n)v I1<éj<sn—14 7& J} U {S(k,n);l Sk<n-— 1} U {In}
jest baza V. W szczegélnoéci dim(V) = (n — 1)% + 1.

Rozwigzanie. Dowdd (a). Jest jasne, ze kazda macierz ze zbioru P, posiada dokladnie jeden niezerowy
element w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie, ktéry jest réwny 1 (mozna to udowodnié na przyklad przez
indukcje wzgledem liczby operacji elementarnych zamiany wierszy wykonanych na I,,). A zatem kazda ma-
cierz z tego zbioru ma jednakowa sume¢ wyrazéw w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie. Wynosi ona 1.
Zauwazmy teraz, ze jesli pewne dwie macierze A, B € M, x,(Q) maja te wlasnosé, ze suma wyrazéw w kaz-
dym wierszu i w kazdej kolumnie kazdej z tych macierzy jest jednakowa i wynosi odpowiednio s4 oraz sp, to
macierz A+ B oraz macierze aA, gdzie a € Q, tez maja te wlasnosé, ze suma wyrazéw w kazdym wierszu i w
kazdej kolumnie jest jednakowa, i wynosi ona odpowiednio s4 + sp oraz asa. A zatem dowolna kombinacja
liniowa macierzy o tej wlasnosci tez ma te wlasnosé. W szczegdlnosci V' = lin(P,,) zlozona jest z macierzy o
tej wlasnosci (nie wiemy jednak czy kazda macierz o tej wlasnosci nalezy do lin(P,) — to pokazemy dalej).

Dowdd (b). Niech Z = (2;;) € Mpxn(Q) bedzie macierza, w ktorej sumy wyrazéw w kazdym wierszu i kazdej
kolumnie wynoszg 0. Wowczas dla kazdego 1 < ¢ < n kombinacja liniowa 21 Fj1 + zioFie + ... 4 2 n—1F5 n—1
réwna jest, zgodnie z zalozeniem o sumie wyrazow w i-tym wierszu z;1 + 2j2 + ... + 2 n—1 + 2 n, = 0 mamy:

0 0 - 0 0 0 0 .. 0 0
Zil Zi2 cee Zin—1 —Zil T R2 ... T Zin—1| = | %l 2i2 Zimn—1 Zin
—Zi1  —Zi2 .- —Zin- 1 RFiltZot...F+Zino1 —Zil T2 ... TZin-1 “Zin

n—1
Oznacza to, ze macierz postaci > 21 F; 1 + ziaF; 2+ ... + 2 n—1F; 1 ma postac:
i=1

Z11 Z1,n 0 0 0 0
: : o+ : : + ...+ =7
0 0 0 0 Zn—1,1 Zn—1,n

—Z11 .- TZin —Z21 ... —Z2n —Zn—-1,1 -+-- “RAn—1,n

W ostatniej rownosci korzystamy z zatozenia, ze suma wyrazéw kazdej z kolumn jest zerowa, a wigc mamy
na przyklad r6wno$¢ —z11 — 221 —...— 2zn—1,1 = 2n1. A zatem Z jest kombinacja liniowa macierzy Fj; postaci:

n—1ln—1

Z = Z Z zij Fij.

i=1 j=1

Pokazalismy zatem, ze kazdy element podprzestrzeni Wy jest kombinacja liniowg maciersy Fy;.



Teza w punkcie (c) tak, jak zostala postawiona na kolokwium nie jest prawdziwa. W zbiorze:
{Rjmy 1 <i<j<n—-1}U{Spn,1<k<n-1}U{lL}
jest jedynie %2(7’_2) +n —1+ 1 elementéw, a wiec mniej niz (n — 1)2 + 1. Poprawna teza punktu (c)*:
(c) jedli macierz Ry; ;) powstaje z I, przez dwie kolejno wykonane operacje elementarne: zamiane wiersza
i-tego z m-tym, a nast¢pnie zamiang wiersza j-tego z n-tym, dla 1 < i,j <n, i # j oraz jesli macierz S )
powstaje z I, przez zamiane k-tego i n-tego wiersza, dla 1 < k < n, to uklad macierzy:
{Reijmy1<ij<n—10#j}U{Skn,l<k<n-1}U{L,}
jest baza V. W szczegdlnosci dim(V) = (n — 1) + 1.
Serdecznie przepraszam za pomytke! (Arkadiusz Mecel)
Dowéd (c). Zauwazmy, ze jesli ¢ # j oraz i,7 < n, a takze jesli k < n, wéwczas mamy:
Fij =1, = S6n) —Sgm) T+ Riiny,  Fek=In—Sun). (%)

Zauwazmy tez, ze macierze R(;; ) oraz S(y,,) naleza do P,. A zatem na mocy punktéw (a) i (b) mamy:

b) .. o) . (a)
WO (Z) llIl(Fij) g hn({R(i,j,n)} U {S(kn)} ) {In}) g lln(P'rz) =V g VV7

gdzie W jest podprzestrzenia wszystkich macierzy, ktére maja taka samg sume wyrazéw w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie (oczywiscie Wy C ).

Zauwazmy jednak, ze jedli S jest macierza, ktérej suma elementéw w kazdym wierszu i kazdej kolumnie
réwna jest ¢, to S —tI,, € Wy. Kazda macierz z W jest w rezultacie, na mocy punktu (b), kombinacja liniowa
macierzy F;; oraz I,. A zatem W = lin(F;; U {I,,}). Stad:

W =lin(F; U{I,}) Clin({Re jn)} U{S@kn} U{l.}) CV CW.
W rezultacie wszystkie powyzsze inkluzje sa réwnosciami, w szczegélnosci V = W.

Uktad {F;;,1 < 4,j < n} jest liniowo niezalezny. Wynika to natychmiast z dowodu (b), gdzie opisali-
$my kazda liniowa kombinacje wektoréw Fj;. Jesli macierz Z z punktu (b) jest zerowa, to wszystkie z;;
sa zerowe. Skoro wiec I, ¢ Wy, to widzimy, ze uklad {F;;,1 < 4,5 < n} tworzy baze Wy, a uklad
{F;; UI,,1 < i,j < n} tworzy baze W. Dostajemy zatem dim(V) = dim(W) = (n — 1)? + 1. Jednak
bior {R; jny. 1 <i,j <n—1,0%#j} U{Skn),1 <k <n—1}U{L,} rozpina W =V oraz ma (n —1)* +1
elementow. Jest to zatem minimalny uktad rozpinajacy W =V, a wiec takze baza przestrzeni V.

Uwaga. Mozna tez pokaza¢ wprost, ze uktad {R; jn),1 <4, <n—1,i# j} U{Sn),1 <k <n—1}U{I,}
jest liniowo niezalezny, patrzac na ostatnie wiersze i ostatnie kolumny dowolnych ich kombinacji liniowych.

Uwaga 2. Macierze ze zbioru P, nazywamy macierzami permutacyjnymi rozmiaru n. Zbiér tych macierzy
jest réwnoliczny ze zbiorem permutacji zbioru n-elementowego, a wiec ma n! elementéw. Biorac pod uwage,
7e wymiar calej przestrzeni M,,x,(Q) wynosi n? teza zadania w punkcie (c) moze by¢ pewnym zaskoczeniem.

1Oczywiscie osobom, ktére wskazaly ten btad przystuguje petna liczba punktéw. Podobnie tym, ktérzy nie zauwazyli tego
rozréznienia i rozwiazywali zadanie tak, jakby chodzilo o ,poprawny” zbiér macierzy.



Zadanie 6. [3 punkty za kazde zadanie]

(a)

(b)

(f)

W przestrzeni R!' dane sa podprzestrzenie V, W, przy czym dim(V) = 6 oraz dim(W) = 8. Czy
przestrzen V N W moze mieé¢ wymiar 57

Rozwiazanie. Niech ¢; beda wektorami bazy standardowej przestrzeni R, dla 1 < i < 11. Wtedy
jesli V =lin(ey,...,€q) oraz W = lin(eg, . .., €9), ro nietrudno widzie¢, ze VNW = lin(ea, ..., €g), cayli
dim(V) = 6,dim(W) = 8,dim(V N W) = 5.

Czy istnieje wielomian w(x) stopnia 20 o wspélczynnikach w ciele Fog taki, ze w(a) = 0 dla wszystkich
a € Fa3?

Rozwigzanie. Zalézmy, ze taki wielomian w(z) istnieje. Rozwazmy wielomian
v(@)=(r—2) - (x—3)-...- (x — 21) € Fo3[z].

Jest to wiclomian stopnia 20, a zatem reszta r(z) z dzielenia w(z) przez v(z) jest wiclomianem stopnia
0. Skoro tez w(2) = v(2) + r(2) = 0, to r jest wielomianem stale réwnym zero, a zatem w(z) = v(z).
Zauwazmy jednak, ze woéwczas w(22) = 0, za$ v(22) = 20-19 - ... -1 jest iloczynem niezerowych
elementow ciata Fog, a wiec jest elementem niezerowym. Sprzeczno$é. Odpowiedz: NIE.

Macierz A € My,3(K) jest macierza wsp6lczynnikéw jednorodnego ukladu réwnan, majacego wiecej
niz jedno rozwiazanie. Jaki jest najwiekszy mozliwy rzad macierzy A?

Rozwiazanie. Wiadomo, ze przestrzen wierszy macierzy A rozpieta jest przez 4 wektory zawarte w
R3, a wiec 7(A) < 3. Jesli jednak r(A) = 3, to wymiar przestrzeni rozwiazan tego ukladu wynosi 0,
a zatem uklad ten ma dokladnie jedno rozwiazanie. A zatem r(A) < 2. Przykladowy uklad czterech
réwnan o trzech niewiadomych spelniajacy warunki zadania przy r(A) = 2:

21 =0,20=0,0=0,0=0.

Zatézmy, ze V jest skoficzenie wymiarowa przestrzenia liniowa, W C V podprzestrzenia liniowa, a
a € V\ W wektorem takim, ze V.= W +lin(«). Czy dla kazdej bazy (81, ..., 3,) przestrzeni W uklad
(ﬁl? cee ,ﬂn,(l) ]PSt ba‘Z% v?

Rozwigzanie. Skoro o € V\W, to dla kazdej bazy (81, .. ., Bn) przestrzeni W uklad (51, .. ., On, o) jest
liniowo niezalezny (bo ; sa liniowo niezalezne) — fakt z wyktadu. Z drugiej strony skoro V- = W +lin(«),
to kazdy wektor z przestrzeni V' jest suma a; € W oraz ay € lin(a). W szczegdlnoscei jest on kombinacja
liniowa wektoréw z ukladu (B1,. .., Bn,a). A zatem V = lin(By,. .., By, «), co z polaczeniu z liniowa
niezaleznoscia tego uktadu oznacza, ze jest on baza V. Odpowiedz: TAK.

Dane sa podprzestrzenie liniowe V. C W C RS, przy czym dim(V) = 5 oraz W # R®. Czy wynika z
tego, ze V. =W?7

Rozwigzanie. Skoro V.C W C RS to dim(V) < dim(W) < 6. Skoro W # RS, to dim(W) # 6, a
zatem dim(W) < 5. A zatem 5 = dim(V) < dim(W) < 5. W szczegdlnosei dim(W) = 5. A zatem
V C W oraz dim(V) = dim(W). Zgodnie z faktem z wyktadu mamy zatem V = W. Odpowiedz: TAK.

Dany jest liniowo zalezny uktad wektoréw (o, ..., ay) w przestrzeni liniowej V. Czy kazdy z wektoréw
a; tego ukladu mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa pozostatych, tj. wektoréw aq, ... a1, @41, n7
Rozwigzanie. Wezmy uklad wektoréw: ((1,1),(2,2),(1,0)) z przestzeni R?. Mamy

wiec uktad ten jest liniowo zalezny, ale (1, 0) nie jest w spos6b oczywisty kombinacja liniowa wektoréw
(1,1) oraz (2,2). Odpowiedz: NIE.



