GAL, Kolokwium 1, 28 listopada 2019. Temat A

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnic.

e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej i nazwisko prowadzacego, numer zadania i liter¢ tematu.

Zadanie 1. [18 punktéw] Zdefiniujmy podzbiory zbioru liczb zespolonych C:

Ag={zeC:V2< 2| <2, T <arg(z) < §},
A;={z2": 2,7 €A 1} dlai>0.
B=AUA;UAU...

(a) Naszkicowaé zbiory Ag, A1, As.
(b) Znalezé¢ wszystkie pierwiastki stopnia 12 z 2'2 nalezace do Aj.
(c) Znalezé najmniejsza liczbe rzeczywista r taka, ze C=BU{z € C: |z| < r}.

Zadanie 2. [18 punktéw] Niech ¢t € R. Niech V; bedzie przestrzenia rozwiazan ukladu réwnan

T1 + 229 — x3 — x4 =0
201 — x93 — 23 + x4 + x5 =0
—r1 + txo + x3 4+ 4xy + 3 =0

(a) Znalezé baze przestrzeni Vp.
(b) Dla kazdego t € R znalez¢ wymiar przestrzeni V;.
(c) Podaé baze pewnej podprzestrzeni W C R takiej, ze Vo © W = R>.

Zadanie 3. [18 punktéw] Dana jest podprzestrzein
V =1in{(1,2,0,1,0),(0,1,1,1,1),(2,2,3,0,3), (1,3,1,2,1)}

przestrzeni liniowej K°.

(a) Dla K = R znalez¢ uklad réwnan opisujacy przestrzen V.

(b) Dla K = R znalez¢ wymiar przestrzeni V Nlin{(3,1,2,-1,2),(1,1,1,1,1)}.
(¢) Dla K = F5 znalezé baze V.

Zadanie 4. [10 punktéw] Niech (ay,aq, ..., ax) bedzie ukladem wektoréw przestrzeni liniowej V. Wykazad,
ze nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) (aa,...,ax) jest baza przestrzeni V,

(b) (a1, ..., ar) jest maksymalnym ukladem liniowo niezaleznym w V|

(¢) (a1, ..., ) jest minimalnym ukladem rozpinajacym V.

Zadanie 5. [18 punktéw] Niech I,, € M, «,(Q) bedzie macierza, ktérej jedyne niezerowe wyrazy znajduja
sie na przekatnej i sa réwne 1. Zbiér P, zawiera wszystkie macierze powstale z I,, przez wykonanie dowolnie
wielu operacji elementarnych zamiany wierszy (w tym [,). Niech V = lin(P,,). Wykazaé, ze:

(a) jesli A € V, to suma wyrazéw w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie macierzy A jest taka sama,

(b) jesli Wy jest podprzestrzenia M, «,(Q) zlozona z macierzy o zerowej sumie wyrazéw w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie oraz jesli F;; € Wy jest taka macierza, ktéra na pozycjach (4, j), (n,n) ma 1, na
pozycjach (i,n), (n, j) ma —1 oraz na pozostalych pozycjach ma 0, to Wy = lin(F;;,1 < 4,5 <n —1),

(c) jesli macierz Ry; ;) powstaje z I,, przez dwie kolejno wykonane operacje elementarne: zamiang wiersza
i-tego z m-tym, a nastepnie zamiane wiersza j-tego z n-tym, dla 1 < 4,5 < n, i # j, oraz jesli macierz
S(k,n) Powstaje z I, przez zamiang k-tego i n-tego wiersza, dla 1 < k < n, to uklad macierzy:

{Riijny, 1 <i.j<n—10# jU{Spn),1 <k<n—-1}U{l,}
jest baza V. W szczegdlnosci dim(V) = (n — 1)% + 1.



Imie¢ i nazwisko numer indeksu grupa i nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia
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Zadanie 6. [3 punkty za kazde zadanie]

(a) W przestrzeni R!! dane sa podprzestrzenie V, W, przy czym dim(V) = 6 oraz dim(W) = 8. Czy
przestrzen V N W moze mie¢ wymiar 57

(b) Czy istnieje wiclomian w(x) stopnia 20 o wspélczynnikach w ciele Foz taki, ze w(a) = 0 dla wszystkich
a € Fo3?

(¢) Macierz A € My,3(K) jest macierza wspolczynnikéw jednorodnego ukladu réwnan, majacego wiecej
niz jedno rozwiazanie. Jaki jest najwickszy mozliwy rzad macierzy A7



(d) Zalézmy, ze V jest skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniowa, W C V podprzestrzenia liniowa, a
a € V\ W wektorem takim, ze V.= W +lin(«a). Czy dla kazdej bazy (51, ..., () przestrzeni W uklad
(B1,- -+, Bn,) jest baza V7

(e) Dane sa podprzestrzenie liniowe V' C W C RS, przy czym dim(V) = 5 oraz W # RS. Czy wynika z
tego, ze V. =W?7

(f) Dany jest liniowo zalezny uktad wektoréw (v, ..., ay,) w przestrzeni liniowej V. Czy kazdy z wektoréw
a; tego uktadu mozna zapisaé jako kombinacje liniowa pozostatych, tj. wektoréw aq, ... 0 1,041, ,7



GAL, Kolokwium 1, 28 listopada 2019. Temat B

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnic.

e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej i nazwisko prowadzacego, numer zadania i liter¢ tematu.

Zadanie 1. [18 punktéw] Zdefiniujmy podzbiory zbioru liczb zespolonych C:

Ag={zeC:V2< 2| <2, T <arg(z) < §},
A;={z2": 2,7 €A 1} dlai>0.
B=AUA;UAU...

(a) Naszkicowaé zbiory Ag, A1, As.
(b) Znalezé¢ wszystkie pierwiastki stopnia 12 z 2'2 nalezace do Aj.
(c) Znalezé najmniejsza liczbe rzeczywista r taka, ze C=BU{z € C: |z| < r}.

Zadanie 2. [18 punktéw] Niech ¢t € R. Niech V; bedzie przestrzenia rozwiazan ukladu réwnan

r1 + 2z9 — r3 — x4 =0
27 4+ x99 — x3 4+ 2x4 — x5 =0
—x1 + tre + 4dxs + ry + x5 =0

(a) Znalezé baze przestrzeni Vp.
(b) Dla kazdego t € R znalez¢ wymiar przestrzeni V;.
(c) Podaé baze pewnej podprzestrzeni W C R takiej, ze Vo © W = R>.

Zadanie 3. [18 punktéw] Dana jest podprzestrzein
V =1in{(1,2,0,0,1),(0,1,1,1,1),(1,3,1,1,2),(2,2,3,3,0)}

przestrzeni liniowej K°.

(a) Dla K = R znalez¢ uklad réwnan opisujacy przestrzen V.

(b) Dla K = R znalez¢ wymiar przestrzeni V Nlin{(2,0,1,1,-2),(1,1,1,1,1)}.
(¢) Dla K = F5 znalezé baze V.

Zadanie 4. [10 punktéw] Niech (ay,aq, ..., ax) bedzie ukladem wektoréw przestrzeni liniowej V. Wykazad,
ze nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) (aa,...,ax) jest baza przestrzeni V,

(b) (a1, ..., ar) jest maksymalnym ukladem liniowo niezaleznym w V|

(¢) (a1, ..., ) jest minimalnym ukladem rozpinajacym V.

Zadanie 5. [18 punktéw] Niech I,, € M, «,(Q) bedzie macierza, ktérej jedyne niezerowe wyrazy znajduja
sie na przekatnej i sa réwne 1. Zbiér P, zawiera wszystkie macierze powstale z I,, przez wykonanie dowolnie
wielu operacji elementarnych zamiany wierszy (w tym [,). Niech V = lin(P,,). Wykazaé, ze:

(a) jesli A € V, to suma wyrazéw w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie macierzy A jest taka sama,

(b) jesli Wy jest podprzestrzenia M, «,(Q) zlozona z macierzy o zerowej sumie wyrazéw w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie oraz jesli F;; € Wy jest taka macierza, ktéra na pozycjach (4, j), (n,n) ma 1, na
pozycjach (i,n), (n, j) ma —1 oraz na pozostalych pozycjach ma 0, to Wy = lin(F;;,1 < 4,5 <n—1),

(c) jesli macierz Ry; ; ) powstaje z I, przez dwie kolejno wykonane operacje elementarne: zamiang wiersza
i-tego z n-tym, a nastepnie zamiane wiersza j-tego z n-tym, dla 1 < 4,5 < n, i # j, oraz jesli macierz
S(k,n) Powstaje z I, przez zamiang k-tego i n-tego wiersza, dla 1 < k < n, to uklad macierzy:

{Riijny, 1<i.j<n—10# jU{Spkn),1 <k<n—-1}U{l,}
jest baza V. W szczegdlnosci dim(V) = (n — 1)% + 1.



Imie¢ i nazwisko numer indeksu grupa i nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL, Kolokwium 1, 28 listopada 2019. Temat B

Zadanie 6. [3 punkty za kazde zadanie]

(a) Dane sa podprzestrzenie liniowe V. C W C RS, przy czym dim(V) = 5 oraz W # R®. Czy wynika z
tego, ze V. =W?7

(b) Czy istnieje wiclomian w(x) stopnia 20 o wspélczynnikach w ciele Foz taki, ze w(a) = 0 dla wszystkich
a € Fo3?

(¢) Zalézmy, ze V jest skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniowa, W C V podprzestrzenia liniowa, a
a € V\ W wektorem takim, ze V.= W +lin(«). Czy dla kazdej bazy (81, . .., 3,) przestrzeni W uklad
(B1,...,0n,) jest baza V?



(d) Macierz A € Myx3(K) jest macierza wspdlczynnikéw jednorodnego ukladu réwnan, majacego wiecej
niz jedno rozwiazanie. Jaki jest najwickszy mozliwy rzad macierzy A7

(e) Dany jest liniowo zalezny uklad wektoréw (o, ..., a,) w przestrzeni liniowej V. Czy kazdy z wektoréw
a; tego ukladu mozna zapisac¢ jako kombinacje liniowa pozostatych, tj. wektoréw aq, ... 0 1,41, n7

(f) W przestrzeni R dane sa podprzestrzenic V, W, przy czym dim(V) = 6 oraz dim(W) = 8. Czy
przestrzen V N W moze mieé¢ wymiar 57



