GAL 1, Kolokwium 2, Temat A
21 stycznia 2019

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnic.
e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer
grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

UWAGA !!! Zadania znajduja sie na obu stronach tej kartki.

Zadanie 1. [18 punktéw (6+6+6)]
Dla t € R przeksztalcenie liniowe ¢; : R* — R? dane jest wzorem

oi(x1, 22, 3, 24) = (x1 + T2 + twg, 1 — T2 — X4, txo +txz+ (t — 1)zy4).
(a) Dla jakich ¢ € R przeksztalcenie ¢; jest epimorfizmem?
(b) Znalezé baze ker(ps).
(c) Znalezé wymiar przestrzeni ker(pg) Nker(epq).
Zadanie 2. [18 punktéw (6+6+6)]
Dane sa: baza A = ((0,1,0),(1,0,1),(1,2,0)) przestrzeni R3, baza B = ((—1,1), (—1,2)) przestrzeni R?,
przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — R?

o(T1,72,73) = (11 + T2 + 273, 2771 + 73),

oraz przeksztalcenie liniowe v : R? — R? takie, ze

1 2 4
M@A=[-1 1 -1
2 -1 3

(a) Obliczy¢ macierz M (p)5.
(b) Obliczy¢ ¥(1,0,0).

(c) Znalezé¢ baze C przestrzeni R? taka, ze macierz M (1/1)& jest gérno-tréjkatna, tzn. taka, ze wszystkie
elementy pod gltéwna przekatna sa zerami.

Zadanie 3. [10 punktéw]
Niech V, W beda skonczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad cialem K i niech ¢ : V. — W
bedzie przeksztalceniem liniowym. Udowodnié, ze dim(V) = dim(ker(y)) + dim(im(¢p)).



Zadanie 4. [18 punktéw (12+6)]
Dla ¢t € C oraz n > 2 dana jest macierz A} € M, xn(R),

t 1000 0 0
1 ¢t 200 0 0
01 ¢t 30 0 0

o1t o4 0 0

Ar=10 0 0 1 ¢ 0 0
00000 t n—1
00000 1t

(a) Dla kazdego n > 2 obliczy¢ wyznacznik macierzy Af.
(b) Wykazaé, ze istnieje t € R takie, ze det(A7) = 0.
Zadanie 5. [18 punktéw (3+15)]

Dane sa przestrzenie liniowe V', W nad ciatem K, dim(V') = n, dim(W) = m oraz przeksztalcenie liniowe
¢ : V — V. Definiujemy funkcje ® : L(V, W) — L(V, W) wzorem

(¢) =voep.
(a) Wykazaé, ze ® jest przeksztalceniem liniowym.

(b) Wyrazi¢ wyznacznik przeksztalcenia ® za pomoca m, n oraz det(y).



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL 1, Kolokwium 2, Temat A
21 stycznia 2018

Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisaé w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

UWAGA !!! Pytania znajduja sie na obu stronach tej kartki.

Zadanie 6. [3 punkty za kazde zadanie]

(a) Zalézmy, ze macierz A = (ai;j) € Myxn(R) jest odwracalna. Czy macierz B = (b;j) € M, xn(R) taka,
ze b;; = j%a;; musi by¢ odwracalna?

(b) Dana jest baza B = (81 = (1,2,3),82 = (2,3,4),85 = (1,0,1)). Obliczy¢ wspéhrzedne funkcjonatu
v € (R%)",
90($17352,$3) =21 — 22+ 23

w bazie sprzezonej do B.

(c) Dane sa przeksztalcenia liniowe ¢1, o : R® — R3. Czy musi istnie¢ niezerowy wektor a € R taki, ze
p1(a) = pa(a)?



(d) Cgzy istnieja macierze A € Myx3(R) i B € M3x4(R) takie, ze det(AB) = 17

(e) Niech V' i W beda skonczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Czy dla kazdego
przeksztaltcenia liniowego ¢ : V* — W* istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : W — V takie, ze ¢* = ©?

(f) Dane jest niezerowe przeksztatcenie liniowe ¢ : R? — R2. Czy zlozenie ¢ o ¢ tez musi byé niezerowe?



GAL 1, Kolokwium 2, Temat B
21 stycznia 2019

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnic.
e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer
grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

UWAGA !!! Zadania znajduja sie na obu stronach tej kartki.

Zadanie 1. [18 punktéw (6+6+6)]
Dla t € R przeksztalcenie liniowe ¢; : R* — R? dane jest wzorem

or(x1, T2, k3, 24) = (x1 + T2 + tag, 1 — T2 + X3, twe + (1 — )3 + tay).
(a) Dla jakich ¢ € R przeksztalcenie ¢; jest epimorfizmem?
(b) Znalezé baze ker(ps).
(c) Znalezé wymiar przestrzeni ker(pg) Nker(epq).
Zadanie 2. [18 punktéw (6+6+6)]
Dane sa: baza A = ((0,1,0),(1,0,1),(1,2,0)) przestrzeni R3, baza B = ((1,—1), (2, —1)) przestrzeni R?,
przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — R?

o(T1,72,73) = (11 + T2 + 273, 2771 + 73),

oraz przeksztalcenie liniowe v : R? — R? takie, ze

1 -2 4
M= 1 1 1
2 1

(a) Obliczy¢ macierz M (p)5.
(b) Obliczy¢ 1(—1,0,0).

(c) Znalezé¢ baze C przestrzeni R? taka, ze macierz M (1/1)& jest gérno-tréjkatna, tzn. taka, ze wszystkie
elementy pod gltéwna przekatna sa zerami.

Zadanie 3. [10 punktéw]
Niech V, W beda skonczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad cialem K i niech ¢ : V. — W
bedzie przeksztalceniem liniowym. Udowodnié, ze dim(V) = dim(ker(y)) + dim(im(¢p)).



Zadanie 4. [18 punktéw (12+6)]
Dla ¢t € C oraz n > 2 dana jest macierz A} € M, xn(R),

OO O = o+
S O DN+ =
O W+ - O
= = O O
+~ = O O O
O OO OO
OO O OO

0 ... t 1
0 n—1 t]

0 0
0 0
(a) Dla kazdego n > 2 obliczy¢ wyznacznik macierzy Af.
(b) Wykazaé, ze istnieje t € R takie, ze det(A?) = 0.
Zadanie 5. [18 punktéw (3+15)]

Dane sa przestrzenie liniowe V', W nad cialem K, dim(V') = n, dim(W) = m oraz przeksztalcenie liniowe
¢ : V. — V. Definiujemy funkcje ® : L(V, W) — L(V, W) wzorem

(¢) =voep.
(a) Wykazaé, ze ® jest przeksztalceniem liniowym.

(b) Wyrazi¢ wyznacznik przeksztalcenia ® za pomoca m, n oraz det(y).



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL 1, Kolokwium 2, Temat B
21 stycznia 2018

Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisaé w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

UWAGA !!! Pytania znajduja sie na obu stronach tej kartki.

Zadanie 6. [3 punkty za kazde zadanie]

(a) Niech V i W beda skoficzenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Czy dla kazdego
przeksztaltcenia liniowego ¢ : V* — W* istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : W — V takie, ze ¢* = ©?

(b) Zalézmy, ze macierz A = (aij) € Mpxn(R) jest odwracalna. Czy macierz B = (b;j) € M, xn(R) taka,
ze b;; = j%a;; musi by¢ odwracalna?

(c) Dane sa przeksztalcenia liniowe 1, o : R® — R3. Czy musi istnie¢ niezerowy wektor a € R taki, ze
p1(a) = p2(a)?



(d) Dane jest niezerowe przeksztaltcenie liniowe ¢ : R? — R2. Czy zlozenie ¢ o ¢ tez musi byé niezerowe?

(e) Cazy istnieja macierze A € Myx3(R) i B € M3x4(R) takie, ze det(AB) = 17

(f) Dana jest baza B = (81 = (1,2,3), 52 = (2,3,4),83 = (1,0,1)). Obliczy¢ wspotrzedne funkcjonatu
p € (R,
o(x1, 22, 3) = 221 — T2 + T3

w bazie sprzezonej do B.



