GAL 1, Kolokwium 1, Temat A
26 listopada 2018

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnic.
e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer
grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18 punktéw| Niech f : C — C bedzie funkcja dana wzorem f(z) = iz+1. Niech Ag, A1, Ao, ...
beda podzbiorami C zdefiniowanymi indukcyjnie: Ag = R oraz A; = f(A;—1) dla i > 0.

(a) Znalez¢ wszystkie punkty z € C takie, ze f(z) = 2.
(b) Naszkicowaé zbiory Aj, Aa, Az i Ay.

(c) Uzasadnié, ze Az N Asgs = ().

Zadanie 2. [18 punktéw] Dla kazdego ¢ € R niech V; bedzie przestrzenia rozwiazan uktadu réwnan

xr1 — xr3 —+ 204, = 0
1 + 2x3 + 3z3 + 2—t)xy = 0
tr1r + txog + txs + tey = 0

(a) Znalezé baze przestrzeni Va.
(b) Dla kazdego ¢ € R znalez¢ wymiar przestrzeni V;.

(¢) Znalezé wymiar przestrzeni Vp + Vi + Va.

Zadanie 3. [18 punktéw] Dane sa podprzestrzenie liniowe przestrzeni R*:
V= lin{(la L,2, 3)’ (1’ 0,1, 1)’ (45 1,5, 6)7 (25 3,5, 8)} - R*
W = {(x1, 22, x3,24) €ER*: 21 + 29+ 23+ 24 = 0}

(a) Znalez¢ uktad réwnan liniowych opisujacy przestrzen V.

(b) Wskazaé podprzestrzen W/ C W taka, ze V @& W’ = R* i znalezé jej baze.

Zadanie 4. [10 punktéw] Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, a Wi, Wa C V jej podprze-
strzeniami liniowymi. Udowodnié¢, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

(a) Kazdy wektor o € V mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy « = 51 + (32, gdzie 51 € W,
52 e Ws.

(b) Wi+ Wy =V oraz Wi N Wy = {0}
Zadanie 5. [18 punktéw] Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n > 0 nad nieskonczonym ciatem

K. Pokazaé, ze dla kazdej liczby k takiej, ze 0 < k < n + 1 istnieje zbior A = {ay, ..., an4+1} wektoréw
przestrzeni V' taki, ze dokladnie k réznych podzbioréw A tworzy bazy V.






Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia
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Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisaé w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

UWAGA !!! Pytania znajduja sie na obu stronach tej kartki.

Zadanie 6. [3 punkty X 6] Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania.

1. Niech w(x) bedzie wielomianem o wspélczynnikach w ciele Zg. Zalézmy, ze w(a) = 0 dla wszystkich
a € Zs. Czy wynika z tego, ze w(x) = 07

2. Niech A = {a, ag, ...} bedzie przeliczalnym ukladem wektoréw w przestrzeni liniowej V nad cialem
K. Zalézmy, ze dim lin{o;, oy 1, o} = 2 dlakazdego i > 1. Czy mozliwe jest, aby przestrzen lin(A)
byta nieskonczenie wymiarowa?

3. Niech Vi, V5 beda podprzestrzeniami liniowymi wymiaru 5 przestrzeni R8. Czy mozliwe jest, aby
dim(Vy NVy) =17



4. Dany jest uktad liniowy jednorodny sktadajacy sie z jedenastu réwnan o pigciu niewiadomych. Jaki
moze by¢ wymiar przestrzeni rozwiazan tego uktadu?

5. Niech A C R" bedzie zbiorem rozwiazan uktadu réwnan

a1z + aprs + ...+ apr, = b
anry + agrs + ... + agr, = by
am1T1 + amaT2 + ...+ GpaTn = by
Czy prawda jest, ze A jest podprzestrzenig liniowg R™ wtedy i tylko wtedy, gdy b1 = ... = b, = 07

6. Czy istnieje wieloman w(z) € R[z] stopnia 9, ktéry posiada dokladnie 5 réznych nierzeczywistych
pierwiastkéw zespolonych?
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e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnic.
e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer
grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18 punktéw| Niech f : C — C bedzie funkcja dana wzorem f(z) = iz—1. Niech Ag, A1, Ag, ...
beda podzbiorami C zdefiniowanymi indukcyjnie: Ag = R oraz A; = f(A;—1) dlai > 0.

(a) Znalez¢ wszystkie punkty z € C takie, ze f(z) = 2.
(b) Naszkicowaé zbiory Aj, Aa, Az i Ay.

(¢) Uzasadnié, ze A; N A1x = 0.

Zadanie 2. [18 punktéw] Dla kazdego ¢ € R niech V; bedzie przestrzenia rozwiazan uktadu réwnan

xr1 + 2r3 — gy = 0
1 + 2x9 + (2—-txs + 3x4 = 0
te1 + txo + tes + try = 0

(a) Znalezé baze przestrzeni Va.
(b) Dla kazdego ¢ € R znalez¢ wymiar przestrzeni V;.

(¢) Znalezé wymiar przestrzeni Vp + Vi + Va.

Zadanie 3. [18 punktéw] Dane sa podprzestrzenie liniowe przestrzeni R*:
V= lin{(lv L,3, 2)’ (1’ 0,1, 1)’ (45 1,6, 5)7 (25 3,8, 5)} - R*
W = {(x1, 22, x3,24) €ER*: 21 + 20+ 23+ 24 = 0}

(a) Znalez¢ uktad réwnan liniowych opisujacy przestrzen V.

(b) Wskazaé podprzestrzen W/ C W taka, ze V @& W’ = R* i znalezé jej baze.

Zadanie 4. [10 punktéw] Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, a Wi, Wa C V jej podprze-
strzeniami liniowymi. Udowodnié¢, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

(a) Kazdy wektor o € V mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci sumy « = 51 + (32, gdzie 51 € W,
52 e Ws.

(b) Wi+ Wy =V oraz Wi N Wy = {0}
Zadanie 5. [18 punktéw] Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n > 0 nad nieskonczonym ciatem

K. Pokazaé, ze dla kazdej liczby k takiej, ze 0 < k < n + 1 istnieje zbior A = {ay, ..., an4+1} wektoréw
przestrzeni V' taki, ze dokladnie k réznych podzbioréw A tworzy bazy V.






Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia
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Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisaé w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

UWAGA !!! Pytania znajduja sie na obu stronach tej kartki.

Zadanie 6. [3 punkty X 6] Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania:

1. Dany jest uktad liniowy jednorodny sktadajacy sie z dziesieciu réwnan o szesciu niewiadomych. Jaki
moze by¢ wymiar przestrzeni rozwigzan tego uktadu?

2. Niech A = {a, ag, ...} bedzie przeliczalnym ukladem wektoréw w przestrzeni liniowej V nad cialem
K. Zalézmy, ze dim lin{o;, iy 1, o} = 2 dlakazdego i > 1. Czy mozliwe jest, aby przestrzen lin(A)
byta nieskonczenie wymiarowa?

3. Czy istnieje wieloman w(z) € R|x] stopnia 11, ktéry posiada dokladnie 7 réznych nierzeczywistych
pierwiastkéw zespolonych?



4. Niech Vi, V5 beda podprzestrzeniami liniowymi wymiaru 4 przestrzeni RS. Czy mozliwe jest, aby
dim(Vp NV,) =17

5. Niech w(z) bedzie wielomianem o wspétczynnikach w ciele Zs. Zalézmy, ze w(a) = 0 dla wszystkich
a € Zs. Czy wynika z tego, ze w(x) = 07

6. Niech A C R" bedzie zbiorem rozwiazan uktadu réwnan

anry + apprs + ... 4+ apT, = b
ao1x1 + a0rey + ... + agpr, = by
Am1T1 + amaT2 + ...+ GpaTn = by

Czy prawda jest, ze A jest podprzestrzenig liniowag R™ wtedy i tylko wtedy, gdy b1 = ... = b,,, = 07



