GAL Kolokwium 2, 31 stycznia 2018, Temat A

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE ) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18pt]
Niech W = {(:El,l'g,l'g) € R3 | 1+ X2 +2x3 = 0}.

(a) Znalezé¢ wzér na takie przeksztatcenie liniowe ¢ : R? — R3, ze
ker(p) =W oraz ¢((1,0,1)) = (1,0,—-1).

(b) Podaé wzér przeksztalcenia v : R® — R3 bedacego rzutem na W wzdtuz lin{(1,1,1)}.

Zadanie 2. [18 pt]
a) Obliczyé wyznacznik macierzy

1 2 3 ¢
2 5 ¢t 1
1 2 t 4
1 2 40
W zalznosci od parametru ¢ € R.
b) Obliczy¢ wyznacznik macierzy
1 1 1 1
2 3 4 5
4 9 16 25

8 27 64 125
16 81 128 0

Zadanie z teorii 3. [10 pt]
a) Podaé definicje macierzy przeksztalcenia liniowego w zadanych bazach.

b) Sformulowaé twierdzenie Laplace’a o rozwijaniu wyznacznikéw wzgledem wierszy i kolumn.
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Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z
pytan z zadania 5. Rozwiazanie kazdego z pozostalych zadan TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH
kartkach.

Zadanie 4. [18 pt] Niech ¢ : R? — R3 bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze jego macierz w

bazie standardowej jest réwna
0o 1 1
(— 1 0 1)
-1 -1 0

a) Znalezé obraz funkcjonalu f(x,y, z) = x + 2y + 3z przy przeksztalceniu sprzezonym ¢*.
b)Znalez¢ baze jadra przeksztalcenia ¢*.

Zadanie 5. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:

1. Czy istnieje przeksztatcenie liniowe ¢ : (Z3)3 — (Z3)* takie, ze jadro ma 3 elementy, a obraz 9
elementéw?

2. Cgzy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — V takie, ze ¢ jest nie jest izomorfizmem, ale p o @ o ¢
jest izomorfizmem.

3. Niech A bedzie macierzg rozmiaru 3 x 3 nad cialem liczb rzeczywistych. Wiadomo, ze A = —AT.
Obliczy¢ det(A).



Zadanie 5 (c.d.)

4. Dane przeksztalcenie liniowe ¢ : R” — R7. Zalézmy, ze det(M ()%t — I) = 0. Czy istnieje niezerowy
wektor v, dla ktérego ¢(v) = v?

5. Czy jest prawda, ze macierz A € M, x,(K) o zerowym wyznaczniku det(A4) = 0 jest iloczynem
macierzy elementarnych?

6. Niech ¢ : R3 — R? i ¢ : R? — R3 beda przeksztatceniami liniowymi. Czy przeksztalcenie liniowe
Y** bedace ich zlozeniem przeksztalcen sprzezonych moze byé monomorfizmem?

Zadanie 6. [18 pt]

a) Przypusémy, ze V jest suma prosta swoich podprzestrzeni liniowych Wy i Ws. Niech m; : V. — W;
(dla i = 1,2) beda rzutami w sumie prostej. Wykazaé, ze dla dowolych przeksztalacen liniowych
p1: Z — Wiiws: Z — W, istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie ¢ : Z — V takie, ze o1 =m0 ¢
iy =m0

b) Dane dwie podprzestrzenie liniowe W i Wy w V oraz epimorfizmy m; : V. — W; (dla i = 1,2).
Zalbézmy, ze zachodzi nastepujaca wlasnoéé:dla dowolnej przestrzeni liniowej Z i dla dowolych prze-
ksztatacen liniowych o1 : Z — Wq i @9 @ Z — Wo istnieje dokiadnie jedno przeksztatcenie ¢ : Z — V
takie, ze o1 = T 0@ i Yy = me 0 . Udowodnié, ze V = ker(p1) @ ker(¢1).



