GAL Kolokwium 2, 25 stycznia, Temat A

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [16pt]

1 0 1 100
. 01 0 02 0 |. .. 3 4 . . ..
Niech X = 11 -1 , Y = 00 1 i niech ¢ : R® — R* bedzie przeksztalceniem liniowym
0 0 O 0 00
majacym w bazach A = {(-1,0,1),(0,1,0),(1,0,1)} i B = {(1,0,1,0),(0,0,0,1),(0,1,0,0),(1,0,—1,0)}

macierz M (¢)5 = X.
(a) Znalezé wzér na ¢.

(b) Czy istnieje baza C przestrzeni R* taka, ze M(¢)$ =Y. Jedli tak, to podaé¢ przyklad takiej bazy.

Zadanie 2. [16pt]

Niech f € (R®)* bedzie funkcjonatem, zadanym wzorem f(z1,xo,x3) = 21 — 322 + 3.

a) Niech A = {ai, a9, a3} bedzie baza przestrzeni R3, oraz A* = {g1,92,93} C (R?)* baza sprzezona.
Przypu$émy, ze gi(x1,x2,23) = x1 — x3, go(x1,22,23) = x1 — 2x9. Zakladajac, ze trzecia wspélrzedna
funkcjonatu f w bazie sprzezonej jest réwna 1 znalezé wektor as.

b) Niech B = {81, 52, 33} bedzie inng baza R3. Przypusémy, ze 31 = (1,2,1), B2 = (2,1,1), a wektora 33 nie
znamy. Ktore ze wspoélrzednych funkcjonatu f w bazie sprzezonej do B sa jednoznacznie wyznaczone. Jakie
wartosci mogg przyjmowaé pozostate wspoélrzedne przy réznych wyborach (s.

Zadanie 3. [18pt]

a) Niech
111 -1 2 48 5
11 1 -1 1230
A=11 1 1 e Bes 1 o0 of € Meal®):
totot ot 1000

Dla jakich ¢t € R macierz B jest odwracalna. Obliczyé wyznacznik macierzy C = BAB™! w zaleznoéci od t,
zakladajac, ze B jest odwracalne.

b) Przypu$émy, ze macierz X € My, 4(R) spelnia réwnanie macierzowe
X—-4X"1=0.

Obliczy¢ | det(X)].

c¢) Obliczy¢ wyznacznik macierzy n X n postaci

3 5

Tt Ot Ot

Ut W Ut Ut
wW Ot Ut Ut
Ut Ot Ot Ot

3
)
)

(@)
ot
Tt
w



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL Kolokwium 2, 25 stycznia 2018, Temat A

Podpisa¢ niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan z
zadania 4. Rozwiazanie kazdego z pozostalych zadan TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH kartkach.

Zadanie 4. Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:

1. Czy istniejg przeksztalcenia liniowe f: R — R3, g : R? — R? takie, ze f o g = idgs?

2. Niech n > 2. Czy istnieje taka macierz 0 # A € My« (K) 1zedu r(A) <n — 1, ze A2 = A?

3. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi wymiaréw skoniczonych i ¢ : V' — W niech bedzie takim
przeksztatceniem liniowym, ze dimim¢ = dim V. Czy ¢ jest monomorfizmem?



4. Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi wymiaru skonczonego i ¢ : V- — W niech bedzie przeksztal-
ceniem liniowym. Czy jest prawda, ze dimker ¢ = dimker ¢*, gdzie ¢* : W* — V* jest przeksztalceniem
sprzezonym?

5. Przypuséémy, ze A jest macierzg kwadratowa taka, ze suma kolumn jest réwna wektorowi zerowemu. Czy
det(A) =07

6. Kazdy wyraz macierzy A € Ms5x5(R) jest liczba caltkowita parzysta. Czy wyznacznik det A macierzy A
moze by¢ liczba nieparzysta 7

Zadanie 5. [16pt]

Dla macierzy kwadratowej B = [bj;] € Mpxn(K) niech tr(B) = >7i'; by oznacza sume elementéw na
przekatnej macierzy B. Ponadto dla macierzy kwadratowej A € M,,»,,(K) i niech f4 : My xn(K) — K bedzie
funkcja okreslona wzorem f4(X) = tr(AX) dla kazdej X € M, «,(K).

(a) Pokazaé, ze dla kazdej macierzy A € M,,x,(K) funkcja f4 jest funkcjonatem liniowym.

(b) Pokazaé, ze dla kazdego funkcjonalu liniowego f € (M, x,(K))* istnieje dokladnie jedna macierz A €
My xn(K) taka, ze f = fa.

Zadanie 6 (z teorii). [16pt]

Podaé¢ dowdd twierdzenia Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy.



GAL Kolokwium 2, 25 stycznia 2018, Temat B

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [16pt]

0 00 2 00
. -1 11 010 |. .. 3 4 . . ..
Niech X = 0 1 0 00 2 |1 niech ¢ : R® — R* bedzie przeksztalceniem liniowym
1 01 0 00
majacym w bazach A = {(1,0,1),(0,1,0),(-1,0,1)} i B = {(1,0,-1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1),(1,0,1,0)}

macierz M (¢)5
(a) Znalez¢ wzér na gb.
(b) Czy istnieje baza C przestrzeni R* taka, ze M(¢)$ =Y. Jedli tak, to podaé¢ przyklad takiej bazy.

Zadanie 2. [16pt]
Niech f € (R®)* bedzie funkcjonatem, zadanym wzorem f(z1, 2o, x3) = 321 — 2x9 — 3.

a) Niech A = {ai, a9, a3} bedzie baza przestrzeni R3, oraz A* = {g1,92,93} C (R?)* baza sprzezona.
Przypu$émy, ze gi(x1,x2,23) = x1 — 223, g2(T1,22,23) = x1 — x9. Zakladajac, ze trzecia wspélrzedna
funkcjonatu f w bazie sprzezonej jest réwna 1 znalezé wektor as.

b) Niech B = {81, 52, 33} bedzie inng baza R3. Przypusémy, ze 31 = (3,3,1), B2 = (2,1,1), a wektora 33 nie
znamy. Ktore ze wspoélrzednych funkcjonatu f w bazie sprzezonej do B sa jednoznacznie wyznaczone. Jakie
wartosci moga przyjmowaé pozostate wspoélrzedne przy réznych wyborach (s.

Zadanie 3. [18pt]

a) Niech
t t t t 0 0O
1 -1 -1 1 0 0 3
A= 1 0 t 2 S M4><4(R).
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Dla jakich t € R macierz B jest odwracalna. Obliczyé¢ wyznacznik macierzy C = BAB™! w zaleznoéci od t,
zaktadajac, ze B jest odwracalne.

b) Przypusémy, ze macierz X € My, 4(R) spelnia réwnanie macierzowe
X -4X"t=0.
Obliczy¢ | det(X)].
c¢) Obliczyé¢ wyznacznik macierzy n X n postaci
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Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL Kolokwium 2, 25 stycznia 2018, Temat B

Podpisa¢ niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan z
zadania 4. Rozwiazanie kazdego z pozostatych zadan TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH kartkach.

Zadanie 4. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:

1. Czy istniejg przeksztalcenia liniowe f: R* — R3, g:R3 — R? takie, ze f o g = idgs?

2. Niech n > 2. Czy istnieje taka macierz 0 # A € My, (K) 1zedu r(A) <n —1, ze A2 = A?

3. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi wymiaréw skonczonych i ¢ : V' — W niech bedzie takim
przeksztatceniem liniowym, ze dimim¢ = dim V. Czy ¢ jest monomorfizmem?



4. Niech V' i W beda przestrzeniami liniowymi wymiaru skonczonego i ¢ : V- — W niech bedzie przeksztal-
ceniem liniowym. Czy jest prawda, ze dimker ¢ = dimker ¢*, gdzie ¢* : W* — V* jest przeksztalceniem
sprzezonym?

5. Przypuséémy, ze A jest macierzg kwadratowa taka, ze suma kolumn jest réwna wektorowi zerowemu. Czy
det(A) =07

6. Kazdy wyraz macierzy A € Msx5(R) jest liczba caltkowita parzysta. Czy wyznacznik det A macierzy A
moze by¢ liczba nieparzysta 7

Zadanie 5. [16pt]

Dla macierzy kwadratowej B = [b;;] € My, xn(K) niech tr(B) = i, b; oznacza sume elementéw na
przekatnej macierzy B. Ponadto dla macierzy kwadratowej A € M,,»,,(K) i niech f4 : My xn(K) — K bedzie
funkcja okreslona wzorem f4(X) = tr(AX) dla kazdej X € M, «x,(K).

(a) Pokazaé, ze dla kazdej macierzy A € M, «,(K) funkcja f4 jest funkcjonalem liniowym.

(b) Pokazaé, ze dla kazdego funkcjonatu liniowego f € (M, x,(K))* istnieje dokladnie jedna macierz A €
My xn(K) taka, ze f = fa.

Zadanie 6 (z teorii). [16pt]

Podaé¢ dowdd twierdzenia Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy.



