Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzgcej ¢wiczenia

GAL Kolokwium 1, 30 listopada 2017, Temat A

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnic.

e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18pt]
a) Niech z = v/3 + 4. Dla jakiej liczby naturalniej n € [10,20] mamy Re(z") > 0?
b) Znalez¢ wszystkie liczby z € C\ {0} spelniajace réwnanie
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] 553

z 2

Zadanie 2. [18pt]
Niech V7 =1in{(1,1,1,2),(2,0,1,3),(0,2,1,1)} oraz V5 opisane ukladem réwnan
1 + T2 — 3x3 =0
T + txy = 0
beda podprzestrzeniami linjowymi R%.
(a) Znalezé wszystkie takie t € R, ze R* = V; @ V4.
(b) Znalezé baze przestrzeni Vi 4+ Vi w zaleznoéci od t € R.

Zadanie 3. Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:

1. Liczba zespolona 1 + 2i jest pierwiastkiem wielomianu w(x) stopnia 8 o wyrazach rzeczywistych. Czy
wszystkie pozostate pierwiastki moga by¢ rzeczywiste?

2. Czy wektory a = (0,1,1), 8= (1,0,1), v = (1,1,0) € (Z2)? sa liniowo zalezne?



3. Czy jest prawda, ze istnieje taka baza ai, as, ay,, aq przestrzeni liniowej K%, Ze aj1 + aiz + a3 + aja = 0
dla kazdego i = 1,2, 3,4, gdzie a; = (a;1, a2, a;3,a:4) dla i =1,2,3,4 7

4. Macierze Ay, As, As, Ay, As, As, A7, Ag, Ag tworza baze przestrzeni liniowej M3y 3(K). Czy jest prawda,
ze r(A;) = 3 dla kazdego i ?

5. Zalézmy, ze macierz B powstala poprzez skreslenie pewnej liczby wierszy i kolumn macierzy A. Czy rzad
macierzy B moze byé wiekszy od rzedu macierzy A?

6. Czy istnieja takie podprzestrzenie V; i V5 przestrzeni R7, ze dim(ViNVe) =2orazdimV; =dim Vo =57
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Zadanie 4. [18pt]
Niech f: R* — R3 bedzie funkcjg zdefiniowana wzorem f(x1, 2,23, 14) = (1 + 22, T2 + 223, £3 + 34).
a) Znalezé podprzestrzen liniowa U C R* taka, ze R* = ker(f) P U.
b) Czy istnieje przeksztatcenie liniowe g : R* — R? takie, ze
ker(g) = {(z1, z2,x3,24) € R : 214200 4+24=0, 21 — 23 — 24 = 0}

oraz wektor (1,2,1) nalezy do obrazu g. Jesli istnieje takie przeksztalcenie, to podaé jego wzér.

Zadanie 5. [18pt]

Dane sg macierze rozmiaru m X n o wspotczynnikach w ciele K

all a2 . A1n b11 blg . bln

asy ao . aon le b22 . an
A= , B =

Aml Gm2 .. Gmn bmi bm2 ... bmn

Niech V' C K™ bedzie przestrzenia rozwigzan ukladu jednorodnego zadanego przez macierz A
n
Zaij:nj:O, 2':1,2,...,m,
j=1
a W C K" niech bedzie przestrzenia rozwiazan uktadu jednorodnego zadanego przez macierz B

n
bz =0, i=1,2,... . m.
j=1

. . A . .
Definiujemy macierze ( B) rozmiaru 2m x n oraz (A, B) rozmiaru m x 2n.

ail a2 ... Aln
as a ... Qa2
: a1 a2 ... ai b bz ... by
A Ul Gms v G agy a2 ... Gz, bar bay ... by
= ) (Au B) - .
B bll b12 e bln :
bo1 baa ... Do Aml @m2 -+ Gmpn bm1 bm2 ... bmn
bml bm2 s bmn

a) Czy znajac dim V', dim W, dim(V + W) mozna wyznaczy¢ rzad macierzy (g) ?

b) Czy znajac dim V', dim W, dim(V + W) mozna wyznaczy¢ rzad macierzy (A, B)?

c¢) Niech a = r(A) i b = r(B) beda rzedami macierzy A i B. Udowodnié, ze rzad macierzy (A4, B) moze
przyjmowaé¢ dowolna wartos¢ catkowita z przedziatu

[ max(a,b) , min(a + b, m) ]

dla odpowiednio dobranych macierzy A i B.

Zadanie 6 (z teorii). [10pt]

Niech W; i W5 beda podprzestrzeniami liniowymi w przestrzeni liniowej V. Zalézmy, ze dim(W7) < oo i
dim(W3) < co. Udowodni¢ wzér

dim(W1 + WQ) = dim(Wl) + dim(Wg) — dim(W1 N WQ) .



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL Kolokwium 1, 30 listopada 2017, Temat B

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnic.

e Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18pt]
a) Niech z = —v/3 — 4. Dla jakiej liczby naturalniej n € [10,20] mamy Re(z") > 0?
b) Znalez¢ wszystkie liczby z € C\ {0} spelniajace réwnanie
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Zadanie 2. [18pt]
Niech V7 =1in{(2,1,1,1),(3,1,0,2),(1,1,2,0)} oraz V> opisane ukladem réwnan

—3z2 4+ 3 + x4 = 0
tx + 3 0

beda podprzestrzeniami linjowymi R%.
(a) Znalezé wszystkie takie t € R, ze R* = V; @ Va.
(b) Znalezé baze przestrzeni Vi 4+ Vi w zaleznoéci od t € R.

Zadanie 3. Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:

1. Liczba zespolona 1 + 2i jest pierwiastkiem wielomianu w(x) stopnia 8 o wyrazach rzeczywistych. Czy
wszystkie pozostate pierwiastki moga by¢ rzeczywiste?

2. Czy wektory a = (0,1,1), 8= (1,0,1), v = (1,1,0) € (Z2)? sa liniowo zalezne?



3. Czy jest prawda, ze istnieje taka baza ai, as, ay,, aq przestrzeni liniowej K%, Ze aj1 + aiz + a3 + aja = 0
dla kazdego i = 1,2, 3,4, gdzie a; = (a;1, a2, a;3,a:4) dla i =1,2,3,4 7

4. Macierze Ay, As, As, Ay, As, As, A7, Ag, Ag tworza baze przestrzeni liniowej M3y 3(K). Czy jest prawda,
ze r(A;) = 3 dla kazdego i ?

5. Zalézmy, ze macierz B powstala poprzez skreslenie pewnej liczby wierszy i kolumn macierzy A. Czy rzad
macierzy B moze byé wiekszy od rzedu macierzy A?

6. Czy istnieja takie podprzestrzenie V; i V5 przestrzeni R7, ze dim(ViNVe) =2orazdimV; =dim Vo =57
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Zadanie 4. [18pt]
Niech f: R* — R3 bedzie funkcjg zdefiniowana wzorem f(x1, 2,23, 14) = (321 + 22, 220 + x3, T3 + T4).
a) Znalezé podprzestrzen liniowa U C R* taka, ze R* = ker(f) P U.
b) Czy istnieje przeksztatcenie liniowe g : R* — R? takie, ze
ker(g) = {(z1, z2,x3,24) € R : z14+204223=0, 29— 23 — 24 = 0}

oraz wektor (2,1,1) nalezy do obrazu g. Jesli istnieje takie przeksztalcenie, to podaé jego wzér.

Zadanie 5. [18pt]

Dane sg macierze rozmiaru m X n o wspotczynnikach w ciele K

all a2 . A1n b11 blg . bln

asy ao . aon le b22 . an
A= , B =

Aml Gm2 .. Gmn bmi bm2 ... bmn

Niech V' C K™ bedzie przestrzenia rozwigzan ukladu jednorodnego zadanego przez macierz A
n
Zaij:nj:O, 2':1,2,...,m,
j=1
a W C K" niech bedzie przestrzenia rozwiazan uktadu jednorodnego zadanego przez macierz B

n
bz =0, i=1,2,... . m.
j=1

. . A . .
Definiujemy macierze ( B) rozmiaru 2m x n oraz (A, B) rozmiaru m x 2n.

ail a2 ... Aln
as a ... Qa2
: a1 a2 ... ai b bz ... by
A Ul Gms v G agy a2 ... Gz, bar bay ... by
= ) (Au B) - .
B bll b12 e bln :
bo1 baa ... Do Aml @m2 -+ Gmpn bm1 bm2 ... bmn
bml bm2 s bmn

a) Czy znajac dim V', dim W, dim(V + W) mozna wyznaczy¢ rzad macierzy (g) ?

b) Czy znajac dim V', dim W, dim(V + W) mozna wyznaczy¢ rzad macierzy (A, B)?

c¢) Niech a = r(A) i b = r(B) beda rzedami macierzy A i B. Udowodnié, ze rzad macierzy (A4, B) moze
przyjmowaé¢ dowolna wartos¢ catkowita z przedziatu

[ max(a,b) , min(a + b, m) ]

dla odpowiednio dobranych macierzy A i B.

Zadanie 6 (z teorii). [10pt]

Niech W; i W5 beda podprzestrzeniami liniowymi w przestrzeni liniowej V. Zalézmy, ze dim(W7) < oo i
dim(W3) < co. Udowodni¢ wzér

dim(W1 + WQ) = dim(Wl) + dim(Wg) — dim(W1 N WQ) .



