GAL Kolokwium 2, 23 stycznia 2017, Temat A

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE ) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18pt]
Dla t € R przeksztalcenie ¢; : R — R? dane jest wzorem

ot((x1, xo, 3, 24, 75)) = (1 + X2 + T3+ x4 + T5, 1 + 222 + T3 + 224 + 5, 371 + Do + 3w3 +txg + 375) .
(a) Znalezé¢ baze przestrzeni ker(ps) oraz znalezé wymiar przestrzeni im(ps).

(b) Dla jakich ¢t € R przeksztalcenie @y jest epimorfizmem?

01 2 3 1200
. . 0010 2500
Zadanie 2. [18 pt] Dane sa macierze A; = 0 ¢t 4 5| B=1] o 3 4
1 0 00 5 6 7 8
(a) Obliczy¢ det(B). Obliczyé¢ wyznacznik macierzy
(BT)4 X (At)3 . B—4
w zaleznosci od parametru t € R.
(b) Obliczy¢ wyznacznik macierzy
n—1 n no ... n n n
n—2 n—1 n ... n n n
3 4 5 n n n
2 3 4 ... n—-1 n n
1 2 3 ... n—2 n—-1 n

Zadanie z teorii 3. [10 pt]
Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi skonczonego wymiaru i niech ¢ : V. — W bedzie prze-
ksztalceniem liniowym. Wykazaé, ze dimker(¢) + dimim(p) = dim V.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL Kolokwium 2, 23 stycznia 2017, Temat A

Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z
pytan z zadania 5. Rozwiazanie kazdego z pozostalych zadan TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH
kartkach.
Zadanie 4. [18 pt]
(a) Dana baza a; = (1,0,1), as = (1,—1,0), ag = (1,0, —1) przestrzeni R3, oraz funkcjonal f € (R3)*
f(.%',y,Z) =r+2y+z
Znalez¢ wspolrzedne funkcjonatu f w bazie sprzezonej of, o3, aj.
(b) Niech ¢ : R? — R?* bedzie przeksztalceniem zadanym wzorem
w(x,y,z) = (.’E—y,Ql‘—y—Z,y— Z,2$—22>
Zmnalez¢ baze obrazu ¢*.
Zadanie 5. Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:

1. Czy istnieje przeksztatcenie liniowe ¢ : (Z11)'° — (Z11)"! takie, ze dimker(p) = 2, dimim(yp) = 9?7

2. Cgzy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — W takie, ze ¢ jest epimorfizmem, ale ¢* : W* — V*
nie jest epimorfizmem?

3. Niech A bedzie macierza rozmiaru 3 x 3 nad cialem K. Wiadomo, ze det(A) = —1. Obliczy¢ det(2A4).



Zadanie 5 (c.d.)
4. Czy formula det(A 4+ B) = det(A) + det(B) jest prawdziwa dla dowolnych kwadratowych macierzy
Ai B réwnego rozmiaru.

5. Niech (2,0), (0,1) bedzie baza R2. Czy baza sprzezona sktada si¢ z funkcjonaléw f(z,y) = 2z,
9(z,y) =y?

6. Niech ¢ : R? — R? i ¢ : R? — R* beda przeksztatceniami liniowymi. Czy przeksztalcenie liniowe
Yy : R3 — R* bedace ich ztozeniem moze byé¢ monomorfizmem?

Zadanie 6. [18 pt]

a) Przypusémy, ze V jest suma prosta swoich podprzestrzeni liniowych Wy i Wy. Wykazaé, ze dla do-
wolych przeksztatacen liniowych o1 : Wi — Z 1 @9 : Wo — Z istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie
¢V — Z takie, ze p(a) = pi(a), dla a € Wi 1 p(5) = p2(8) dla 5 € Ws.

b) Dane dwie podprzestrzenie liniowe W i Wo w V majace te wlasnos$é, ze dla dowolnej przestrzeni
liniowej Z i dla dowolych przeksztatacen liniowych o1 : W1 — Z 1 @9 : Wy — Z istnieje dokladnie
jedno przeksztalcenie ¢ : V' — Z takie, ze p(a) = ¢1(a), dla o € W1 1 o(8) = ¢2(B) dla g € Wa.
Udowodnié, ze V = W7 @ Wh.



GAL Kolokwium 2, 23 stycznia 2017, Temat B

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE ) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere tematu.

Zadanie 1. [18pt]
Dla t € R przeksztalcenie ¢; : R — R? dane jest wzorem

ot((x1, xo, 3, 24, 75)) = (1 + X2 + T3+ x4 + T5, 1 + 222 + 223 + 4 + T5, 521 + 322 + tx3 + dxg + 5T5) .
(a) Znalezé baze przestrzeni ker(ps) oraz znalezé wymiar przestrzeni im(ps).

(b) Dla jakich ¢t € R przeksztalcenie ¢y jest epimorfizmem?

0 -1 4 3 3400
. . 0 0 1 O 78 00
Zadanie 2. [18 pt] Dane sa macierze A; = 0 ¢+ 2 -9l B=1y5 11 o
1 0 0 O 6 5 2 5
(a) Obliczy¢ det(B). Obliczy¢ wyznacznik macierzy
(BT)4 X (At)3 . B—4
w zaleznosci od parametru t € R.
(b) Obliczy¢ wyznacznik macierzy
n—1 n no ... n n n
n—2 n—1 n ... n n n
3 4 5 n n n
2 3 4 ... n—-1 n n
1 2 3 ... n—2 n—-1 n

Zadanie z teorii 3. [10 pt]
Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi skonczonego wymiaru i niech ¢ : V. — W bedzie prze-
ksztalceniem liniowym. Wykazaé, ze dimker(¢) + dimim(p) = dim V.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL Kolokwium 2, 23 stycznia 2017, Temat B

Podpisaé¢ niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z
pytan z zadania 5. Rozwiazanie kazdego z pozostalych zadan TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNYCH
kartkach.
Zadanie 4. [18 pt]
(a) Dana baza a; = (1,0, —1), as = (0,1,1), az = (1,0,1) przestrzeni R3, oraz funkcjonat f € (R3)*
flzyy,2) = +2y+ 2
Znalez¢ wspolrzedne funkcjonatu f w bazie sprzezonej of, o3, aj.
(b) Niech ¢ : R? — R* bedzie przeksztalceniem zadanym wzorem
(p(lB,:lJ,Z) = (y—i—z,x—i—y—l—Qz,x —y,2.7}+22)
Zmnalez¢ baze obrazu ¢*.
Zadanie 5. Prosze ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:

1. Czy istnieje przeksztatcenie liniowe ¢ : (Z11)'° — (Z11)"! takie, ze dimker(p) = 2, dimim(yp) = 9?7

2. Cgzy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — W takie, ze ¢ jest epimorfizmem, ale ¢* : W* — V*
nie jest epimorfizmem?

3. Niech A bedzie macierza rozmiaru 3 x 3 nad ciatlem K. Wiadomo, ze det(A) = —1. Obliczy¢ det(2A4).



Zadanie 5 (c.d.)
4. Czy formula det(A + B) = det(A) + det(B) jest prawdziwa dla dowolnych kwadratowych macierzy
A i B roéwnego rozmiaru.

5. Niech (2,0), (0,1) bedzie baza R2. Czy baza sprzezona sklada sie z funkcjonaléw f(z,y) = 2z,
g(z,y) =y?

6. Niech ¢ : R3 — R? i ¢ : R? — R?* beda przeksztatceniami liniowymi. Czy przeksztalcenie liniowe
P : R? — R* bedace ich ztozeniem moze byé monomorfizmem?

Zadanie 6. [18 pt]

a) Przypusémy, ze V jest suma prosta swoich podprzestrzeni liniowych Wi i Wa. Wykazaé, ze dla do-
wolych przeksztatacen liniowych ¢ : W1 — Z i o : Wy — Z istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie
vV — Z takie, ze p(a) = p1(a), dla a € W1 1 p(8) = p2(B) dla 5 € Whs.

b) Dane dwie podprzestrzenie liniowe Wi i Wo w V majace te wlasnosé, ze dla dowolnej przestrzeni
liniowej Z i dla dowolych przeksztatacen liniowych 1 : W17 — Z 1 @9 : Wo — Z istnieje dokladnie
jedno przeksztalcenie ¢ : V. — Z takie, ze p(a) = ¢1(a), dla o € W1 1 o(8) = ¢2(B) dla 8 € Wa.
Udowodnié, ze V = W7 @ Wh.



