GAL I, Kolokwium 2 TEMAT A 25.01.2016

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na OD-
DZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE),
numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

. [18 punktéw]

Niech oy = (1,1,1,1),0 = (1,1,1,0), a3 = (1,1,0,0), g = (1,0,0,0), niech A = {a1, as, g, 4} i
niech ¢ : R* - R* bedzie przeksztalceniem liniowym spelniajacym ker (¢) = lin (a1, o), p(ag) =
a1, p(az) = ag. Znalezé:

(a) M(p)3i
(b) M(p)4
(c) rzad przeksztalcenia p* = @ o...o0 ¢ (k-krotne zlozenie) dla k = 1,2, 3.

. [18 punktéw]

Dane sa: baza A = {(1,2,4), (1,1,1), (0,0, 1)} przestrzeni R?, bazy B = {(0,1),(1,1)},c ={(1,2),(1,3)}
przestrzeni R” oraz przeksztalcenia liniowe ¢; : R® — R? dane wzorem 1 ((z1, 22, 73)) =

2 2 . 1 2
= (z1 — T2 + 73,271 + T2 — 23) oraz 2 : R™ — R zadane warunkiem M (p2)§ = [ 1 3 ] :

(a) Obliczyé M (s 0 ¢1)5
(b) Czy istnieja bazy B oraz C' przestrzeni R? takie, e M(p5)$, = [ _; - } ’

1
(¢) Niech 1 : R* R bedzie funkcjonatem liniowym danym wzorem 9 ((y1,y2)) = y1+2ys2. Znalezé
wspoélrzedne funkcjonatu ¢ (1) w bazie sprzezonej do bazy A.

3. [10 punktéw]

Niech A € M, xn(K) bedzie macierza o wierszach wy, . . ., wy,. Niech r = dimlin (w1, . .., w,,) i niech
k = max{s € NU{0} | A zawiera podmacierz s x s o niezerowym wyznaczniku}. Wykazaé, ze r = k.



GAL I, Kolokwium 2 TEMAT A 25.01.2016

Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisa¢ na
oddzielnych kartkach. Kartka z tredcia zadan moze by¢ uzyta do wpisania rozwigzan zadania 5.

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby
zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktorej osoba zdajaca uczeszcza,
numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

4. [18 punktéw]
Niech A € Man(R),B € ngg(R)

1 200 0
1 320 0
10 ¢t
A0 132 N
11 1

0000 ... 3
(a) Obliczy¢ det A.
(b) Dla jakich ¢t € R macierz B jest odwracalna?

5. [kazde pytanie za 3 punkty]

(a) V,W sa przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Czy dla kazdego ukladu wektoréw aq, ..., ax
rozpinajacego przestrzen V i kazdego uktadu wektoréw i, ..., Br przestrzeni W istnieje prze-
ksztalcenie liniowe ¢ : V' — W takie, ze ¢(a;) = §; dla kazdego j =1,...,k ?

(b) Przeksztalcenia liniowe ¢ : R* - R%iy: R® - R* spetiaja r(¢) = 4 = r(¢). Czy wynika
stad, ze przeksztalcenie ¥ o ¢ : R* - R* jest izomorfizmem?

(¢) Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru 3. Dane sa dwa liniowo niezalezne funkcjonaly
liniowe @1, w2 € V*. Czy musi istnie¢ niezerowy wektor o € V taki, ze ¢1(a) = p2(a) = 07



(d) Macierze A, B € My« (K) sa odwracalne. Czy wynika stad, ze macierz A - B jest odwracalna?

(e) Dana jest macierz A € Myy4(IR) spetniajaca det(A+ A) = det(A)+det(A). Czy musi zachodzié:
det(A) =07

(f) Macierz A € M, x,(IR) ma w kazdym wierszu dokladnie jeden niezerowy element, réwny = i w
kazdej kolumnie dokladnie jeden niezerowy element. Ile wynosi | det(A)| ?

6. [18 punktow]
Dane sg macierze A, B € M, «n(K) rzedu k.

(a) Udowodnié, ze istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : K™ — K™ oraz bazy A, A’ przestrzeni K™ i
bazy B, B’ przestrzeni K™ takie, ze A = M ()5 oraz B = M(p)5,?
(b) Czy w (a) zawsze mozna wymagaé, aby A = A'?

Czyli: Czy muszg istnie¢ przeksztalcenie liniowe ¢ : K™ — K™, baza A przestrzeni K™ i bazy
B, B’ przestrzeni K™ takie, ze A = M ()5 oraz B = M(p)5?



GAL I, Kolokwium 2 TEMAT B 25.01.2016

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na OD-
DZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE),
numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. [18 punktéw]
Niech ap = (17 ]-7 13 1),&2 = (17 ]-7 ]-7 0),043 = (]-7 1707 O)a Qy = (1707070)3 niech A = {alv a2, g, Ck4} i
niech ¢ : R* - R* bedzie przeksztalceniem liniowym spelniajacym ker (¢) = lin (a1, ), p(as) =
g, p(ag) = ag. Znalezé:

(a) M(p)3i
(b) M(p)4
(c) rzad przeksztalcenia p* = @ o...o0 ¢ (k-krotne zlozenie) dla k = 1,2, 3.

2. [18 punktow]

Dane sa: baza A = {(1,1,2),(1,2,1),(0,1,0)} przestrzeni R?, bazy B = {(1,1),(1,0)},Cc ={(1,3),(1,2)}
przestrzeni R” oraz przeksztalcenia liniowe ¢; : R® — R? dane wzorem 1 ((z1, 22, 73)) =

2 2 . 2 3
= (z1 — T2 + 73,271 + T2 — 23) oraz 2 : R™ — R zadane warunkiem M (p2)§ = [ 11 ] :

(a) Obliczyé M (s 0 ¢1)5
(b) Cgzy istnieja bazy B’ oraz C’ przestrzeni R? takie, ze M(goz)g/ = [ _; - } ?

1
(¢) Niech 1 : R* R bedzie funkcjonatem liniowym danym wzorem 9 ((y1,y2)) = y1+2ys2. Znalezé
wspoélrzedne funkcjonatu ¢ (1) w bazie sprzezonej do bazy A.

3. [10 punktéw]

Niech A € M, xn(K) bedzie macierza o wierszach wy, . . ., wy,. Niech r = dimlin (w1, . .., w,,) i niech
k = max{s € NU{0} | A zawiera podmacierz s x s o niezerowym wyznaczniku}. Wykazaé, ze r = k.



GAL I, Kolokwium 2 TEMAT B 25.01.2016

Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisaé¢ na
oddzielnych kartkach. Kartka z tredcia zadan moze by¢ uzyta do wpisania rozwigzan zadania 5.

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby
zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktorej osoba zdajaca uczeszcza,
numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

4. [18 punktéw]
Niech A € Man(R),B € ngg(R)
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0000 ... 3
(a) Obliczy¢ det A.
(b) Dla jakich ¢t € R macierz B jest odwracalna?

5. [kazde pytanie za 3 punkty]

(a) V,W sa przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Czy dla kazdego ukladu wektoréw aq, ..., ax
rozpinajacego przestrzen V i kazdego uktadu wektoréw i, ..., Bx przestrzeni W istnieje prze-
ksztalcenie liniowe ¢ : V' — W takie, ze ¢(a;) = §; dla kazdego j =1,...,k ?

(b) Przeksztalcenia liniowe ¢ : R* - R%iy: R® - R* spetiaja r(¢) = 4 = r(¢). Czy wynika
stad, ze przeksztalcenie ¥ o ¢ : R* - R* jest izomorfizmem?

(c¢) Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru 3. Dane sa dwa liniowo niezalezne funkcjonaly
liniowe @1, w2 € V*. Czy musi istnie¢ niezerowy wektor o € V' taki, ze ¢1(a) = p2(a) = 07



(d) Macierze A, B € My« (K) sa odwracalne. Czy wynika stad, ze macierz A - B jest odwracalna?

(e) Dana jest macierz A € Myy4(IR) spetniajaca det(A+ A) = det(A)+det(A). Czy musi zachodzié:
det(A) =07

(f) Macierz A € M, x,(IR) ma w kazdym wierszu dokladnie jeden niezerowy element, réwny = i w
kazdej kolumnie dokladnie jeden niezerowy element. Ile wynosi | det(A)| ?

6. [18 punktow]
Dane sg macierze A, B € M, «n(K) rzedu k.

(a) Udowodnié, ze istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : K™ — K™ oraz bazy A, A’ przestrzeni K™ i
bazy B, B’ przestrzeni K™ takie, ze A = M ()5 oraz B = M(p)5,?
(b) Czy w (a) zawsze mozna wymagaé, aby A = A'?

Czyli: Czy muszg istnie¢ przeksztalcenie liniowe ¢ : K™ — K™, baza A przestrzeni K™ i bazy
B, B’ przestrzeni K™ takie, ze A = M ()5 oraz B = M(p)5?
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