
GAL, Kolokwium 2 TEMAT A 23.01.2014

Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zanie każdego zadania TRZEBA napisać na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na każdej kartce prosze↪ podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdaja↪cej, nazwisko prowadza↪cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba
zdaja↪ca ucze↪szcza, numer rozwia↪zywanego zadania i litere↪ tematu.

1. [18 punktów]

Dla t ∈ R przekszta lcenie ϕt : R5 → R3
dane jest wzorem ϕt((x1, x2, x3, x4, x5)) = (x1 + 2x2 +x3 +

x4 + 2x5, 2x1 + 3x2 + x3 + 4x4 + x5, 4x1 + 7x2 + 3x3 + tx4 + 5x5).

(a) Znaleźć baze↪ przestrzeni ker (ϕ1) oraz znaleźć wymiar przestrzeni im (ϕ1).

(b) Dla jakich t ∈ R przekszta lcenie ϕt jest epimorfizmem?

2. [18 punktów]

Dane sa↪: baza A = {(1, 2, 3), (1, 2, 2), (1, 1, 2)} przestrzeni R3
, baza B = {(0, 1), (1, 1)} przestrzeni

R2
, baza C = {γ1, γ2, γ3, γ4} przestrzeni R4

oraz przekszta lcenia liniowe ϕ : R3 → R2
, ψ : R2 → R4

,

η : R2 → R2
takie, że M(ϕ)BA =

[
3 1 2
1 0 1

]
, M(ψ)CB =


2 0
1 3
4 1
0 2

, M(η)stst =

[
1 2
3 4

]
.

(a) Znaleźć wzór na ϕ.

(b) Niech wektor α ∈ R3
ma w bazie A wspó lrze↪dne 1,1,1. Ile wynosza↪ wspó lrze↪dne wektora

(ψ ◦ ϕ)(α) w bazie C?

(c) Znaleźć taka↪ baze↪ D przestrzeni R2
, że M(η)DB = I.

3. [10 punktów]

Niech V,W be↪da↪ skończenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad cia lem K i niech ϕ : V →W
be↪dzie przekszta lceniem liniowym. Wykazać, że:

dim ker (ϕ) + dim im (ϕ) = dimV
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GAL, Kolokwium 2 TEMAT A 23.01.2014

Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zania zadań 5 i 6 TRZEBA napisać na
ODDZIELNYCH kartkach. Na każdej kartce prosze↪ podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdaja↪cej, nazwisko prowadza↪cego ćwiczenia lub numer grupy do której
osoba zdaja↪ca ucze↪szcza, numer rozwia↪zywanego zadania i litere↪ tematu.

4. [każde pytanie za 3 punkty]

(a) W Rn
dane sa↪ dwie podprzestrzenie V1, V2 obie wymiaru wymiaru n− 1 oraz wektory

α1, α2 ∈ Rn
takie, że Rn

= V1 ⊕ lin (α1) i Rn
= V2 ⊕ lin (α2). Za lóżmy, że V1 6= V2. Czy

wynika sta↪d, że α1 6= α2?

(b) V,W sa↪ przestrzeniami liniowymi nad cia lem K, Z jest podprzestrzenia↪ przestrzeni V , przy
czym dimV = 10, dimZ = 9. Dane sa↪ dwa wektory α0 ∈ V, α0 /∈ Z oraz β0 ∈ W . Ile jest
przekszta lceń liniowych ϕ : V →W takich, że ϕ(α0) = β0 i równocześnie kerϕ = Z?

(c) Czy dla każdej macierzy odwracalnej P ∈ Mn×n(K) istnieja↪ bazy A,B przestrzeni Kn takie,
że P = M(id)BA?

(d) A = {α1, α2, α3} be↪dzie baza↪ przestrzeni V i niech A∗ = {ψ1, ψ2, ψ3} be↪dzie sprze↪żona↪ do A
baza↪ przestrzeni V ∗. Ile wynosi ψ2(α1 − α2 + 2α3)?
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(e) Czy każda macierz A ∈Mn×n(K) jest iloczynem macierzy operacji elementarnych?

(f) Czy dla każdych macierzy A ∈ M5×4(K), B ∈ M4×5(K) macierz A · B ∈ M5×5(K) ma wyz-
nacznik równy 0?

5. [18 punktów]

Niech A ∈Mn×n(R), B ∈M3×3(R)

A =



1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n
...

...
n− 1 n n . . . n n n
n n n . . . n n n


, B =

 0 1 2
1 2 4
1 1 3



a) Obliczyć detA.

b) Niech C = [cij ] be↪dzie macierza↪ odwrotna↪ do B. Obliczyć c11.

6. [18 punktów]

Dane jest przekszta lcenie liniowe ϕ : V → V . Wykazać, że istnieja↪ podprzestrzenie V1, V2 ⊂ V oraz
izomorfizm ψ1 : V → V takie, że ϕ = ψ2 ◦ ψ1, gdzie ψ2 : V → V jest rzutem na V1 wzd luż V2.


