
GAL Kolokwium 2, 24 stycznia 2014 Zestaw A

• Ka»d¡ odpowied¹ TRZEBA starannie uzasadni¢.
• Rozwi¡zanie ka»dego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.
•Na ka»dej kartce prosz¦ (CZYTELNIE ) poda¢: imi¦, nazwisko, numer indeksu osoby zdaj¡cej,

numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadz¡cego, numer zadania i liter¦ zestawu.

Zadanie 1

(a) Znale¹¢ wzór na przeksztaªcenie liniowe ϕ : R3 → R4 takie, »e ϕ(1, 2, 2) = (1, 0, 1, 2)
oraz kerϕ = lin((1, 1, 3), (1, 2, 1).
(b) Niech A = {(1, 1, 1), (2, 2, 3), (3, 4, 4)} i B = {(1, 2), (1,−1)} b¦d¡ odpowiednio bazami R3 i

R2. Niech ψ : R3 → R2 b¦dzie takim przeksztaªceniem liniowym, »e M(ψ)BA =

[
1 −1 3
2 0 4

]
.

Znale¹¢ wzór na ψ i macierz ψ w bazie standardowej.

Zadanie 2 Niech ϕ : R3 → R2 i ψt : R2 → R3 b¦d¡ przeksztaªceniami liniowymi zadanymi
wzorami ϕ(x1, x2, x3) = (3x1 + 2x2 − 4x3, x1 + x2 − 2x3)
i ψt(x1, x2) = (x1 + tx2, x1 + x2, x1 + 2x2).

(a) Zbada¢, dla jakich warto±ci parametru t przeksztaªcenie ϕ ◦ ψt jest izomor�zmem.
(b) Zbada¢, dla jakich warto±ci parametru t przeksztaªcenie ϕ ◦ ψt jest symetri¡.
(c) Zbada¢, dla jakich warto±ci parametru t przeksztaªcenie ψt ◦ ϕ jest izomor�zmem.

Zadanie 3

(a) Niech α1 = (1, 1, 1), α2 = (3, 1, 4), α3 = (1, 4, 0) oraz niech A = {α1, α2, α3} oznacza baz¦
przestrzeni R3. Znale¹¢ wspóªrz¦dne funkcjonaªu f : R3 → R danego wzorem
f(x1, x2, x3) = −3x1 + x2 + x3 w bazie A?.

(b) Niech ψ : R3 → R4 b¦dzie dane wzorem:
ψ(x1, x2, x3) = (x1 + 2x3, 2x1 + x2 + 3x3, 2x1 + 3x2 + x3, 2x1 + 5x2 − x3). Znale¹¢ bazy obrazu
i j¡dra przeksztaªcenia sprz¦»onego ψ?. Funkcjonaªy znalezionych baz poda¢ wzorami.

Zadanie 4 Niech At =


1 2 3 t
2 5 t 1
1 2 t 4
1 2 4 0

 .
(a) Obliczy¢ wyznacznik macierzy At.
(b) Zbada¢ dla jakich warto±ci parametru t rz¡d macierzy At jest równy 4.
(c) Uzasadni¢, »e macierz A5 jest odwracalna, ale nie wszystkie jej wspóªczynniki s¡ caªkowite.

Zadanie 5 Niech W i U b¦d¡ podprzestrzeniami sko«czenie wymiarowej przestrzeni V .

(a) Niech π1, π2 ∈ L(V ;V ) speªniaj¡ warunki: π1(W ) = U i π2(U) = W .
Udowodni¢, »e dimW = dimU .

(b) Niech dimW ≥ dimU . Udowodni¢, »e istnieje rzut π ∈ L(V ;V ) taki, »e π(W ) = U .

Teoria 6

a) Poda¢ de�nicj¦ macierzy przeksztaªcenia liniowego w zadanych bazach.
b) Sformuªowa¢ twierdzenie Laplace'a o rozwijaniu wyznaczników wzgl¦dem wierszy

i kolumn.
c) Udowodni¢, »e je»eli V i W s¡ przestrzeniami liniowymi, sko«czonego wymiaru

nad ciaªem K i ϕ : V → W jest przeksztaªceniem liniowym, to dimV = dim(kerϕ)+dim(imϕ).



GAL Kolokwium 2, 24 stycznia 2014 Zestaw B

• Ka»d¡ odpowied¹ TRZEBA starannie uzasadni¢.
• Rozwi¡zanie ka»dego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.
•Na ka»dej kartce prosz¦ (CZYTELNIE ) poda¢: imi¦, nazwisko, numer indeksu osoby zdaj¡cej,

numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadz¡cego, numer zadania i liter¦ zestawu.

Zadanie 1

(a) Znale¹¢ wzór na przeksztaªcenie liniowe ϕ : R3 → R4 takie, »e ϕ(3, 2, 1) = (1, 0, 2, 1)
oraz kerϕ = lin((3, 1, 1), (2, 1, 1).
(b) Niech A = {(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 4)} i B = {(1, 1), (1,−2)} b¦d¡ odpowiednio bazami R3 i

R2. Niech ψ : R3 → R2 b¦dzie takim przeksztaªceniem liniowym, »e M(ψ)BA =

[
1 −1 3
2 0 4

]
.

Znale¹¢ wzór na ψ i macierz ψ w bazie standardowej.

Zadanie 2 Niech ϕ : R3 → R2 i ψt : R2 → R3 b¦d¡ przeksztaªceniami liniowymi zadanymi
wzorami ϕ(x1, x2, x3) = (3x1 − 3x2 + 2x3, x1 − x3)
i ψt(x1, x2) = (2x1 + tx2, 3x1 + 4x2, 2x1 + 3x2).

(a) Zbada¢, dla jakich warto±ci parametru t przeksztaªcenie ϕ ◦ ψt jest izomor�zmem.
(b) Zbada¢, dla jakich warto±ci parametru t przeksztaªcenie ϕ ◦ ψt jest symetri¡.
(c) Zbada¢, dla jakich warto±ci parametru t przeksztaªcenie ψt ◦ ϕ jest izomor�zmem.

Zadanie 3

(a) Niech α1 = (1, 3, 1), α2 = (1, 1, 4), α3 = (1, 4, 0) oraz niech A = {α1, α2, α3} oznacza baz¦
przestrzeni R3. Znale¹¢ wspóªrz¦dne funkcjonaªu f : R3 → R danego wzorem
f(x1, x2, x3) = −3x1 + x2 + x3 w bazie A?.

(b) Niech ψ : R3 → R4 b¦dzie dane wzorem:
ψ(x1, x2, x3) = (2x1+x3, 3x1+x2+2x3, x1+3x2+2x3, −x1+5x2+2x3). Znale¹¢ bazy obrazu
i j¡dra przeksztaªcenia sprz¦»onego ψ?. Funkcjonaªy znalezionych baz poda¢ wzorami.

Zadanie 4 Niech At =


1 2 4 t
3 5 t 1
1 2 t 3
1 2 3 3

 .
(a) Obliczy¢ wyznacznik macierzy At.
(b) Zbada¢ dla jakich warto±ci parametru t rz¡d macierzy At jest równy 4.
(c) Uzasadni¢, »e macierz A5 jest odwracalna, ale nie wszystkie jej wspóªczynniki s¡ caªkowite.

Zadanie 5 Niech W i U b¦d¡ podprzestrzeniami sko«czenie wymiarowej przestrzeni V .

(a) Niech π1, π2 ∈ L(V ;V ) speªniaj¡ warunki: π1(W ) = U i π2(U) = W .
Udowodni¢, »e dimW = dimU .

(b) Niech dimW ≥ dimU . Udowodni¢, »e istnieje rzut π ∈ L(V ;V ) taki, »e π(W ) = U .

Teoria 6

a) Poda¢ de�nicj¦ macierzy przeksztaªcenia liniowego w zadanych bazach.
b) Sformuªowa¢ twierdzenie Laplace'a o rozwijaniu wyznaczników wzgl¦dem wierszy

i kolumn.
c) Udowodni¢, »e je»eli V i W s¡ przestrzeniami liniowymi, sko«czonego wymiaru

nad ciaªem K i ϕ : V → W jest przeksztaªceniem liniowym, to dimV = dim(kerϕ)+dim(imϕ).


