GAL, Kolokwium 1. Zestaw A
25 listopada 2013

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA na-
pisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach. Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE )

podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer grupy éwiczeniowej lub nazwisko
prowadzacego, numer zadania i litere zestawu.

Zadanie 1 Niech f,g: C — C bedg okreslone wzorami: f(z) = 2i2°+i oraz g(z) = 92%. Niech
A={z€C| Re(z) >0, Im(z) <0}. Naszkicuj na ptaszczyinie zespolonej zbiory:

a) f(A) .
b) g7 (A) = {z € C| g(2) € A}.

Zadanie 2

a) Znajdz wszystkie liczby zespolone spetniajgce rownanie 247z = 81|z|.

b) Znajdz wszystkie pierwiastki zespolone wielomianu x® — 2% € Clx] 1 roztdz ten wielomian
na tloczyn wielomiandw rzeczywistych stopnia < 2.

Zadanie 3 Niech V = lin{(2,3,—1,0),(1,1,0,1) (2,1,1,4)}
i W= 1in{(2,3,3,4),(3,4,3,5) (1,1,1,2)} bedq podprzestrzeniami R*
a) Opisz przestrzen V' uktadem réwnan.
b) Znajdz baze przestrzeni V + W.

Zadanie 4 Niech W, C R? bedzie przestrzeniq opisang uktadem réwnan:

$1—4$2+3$3:O
l’1+l’2—7$3:0
$1—3$2+tl’310

za$ Ug = 1in{(1,s,1), (3,9,s)}.

a) Znajdz wymiar Wy w zaleznosci od parametru t.
b) Zbadaj dla ktérych wartoéci parametréw s i t zachodzi R®* = W, @ Us.

Zadanie 5 Niech V' bedzie przestrzeniq wymiaru skoriczonego nad ciatem K.
a) Niech m > 1 i uktad {1, g, ...., am, B} wektordw z przestrzeni V' jest liniowo niezalezny.
Wykaz, ze

dim(lin{ay, ag, ..., an} Nlin{ay + B,as + B, ooy am + B} = m — 1.
b) Wykaz, ze jezeli W, U sq wlaSciwymi podprzestrzeniami liniowymi V iV =W @ U, to
istnieje podprzestrzen U’ przestrzeni V taka, ze V=W @ U’ i U £ U'.
Teoria
a) Napisz definicje przestrzeni liniowej nad ciatem K.

b) Udowodnij, ze w zbiorze niezerowych liczb zespolonych wykonalne jest dzielenie.

¢) Zaloézmy, ze V jest przestrzenig liniows wymiaru skonczonego i B = {ay, ag, ..., an} jest
uktadem wektoréw V' . Udowodnij, ze nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) Uklad B jest maksymalnym ukladem liniowo niezaleznym w V'
(2) Uklad B jest minimalnym uktadem rozpinajacym V.



GAL, Kolokwium 1. Zestaw B
25 listopada 2013

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA na-
pisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach. Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE )

podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer grupy éwiczeniowej lub nazwisko
prowadzacego, numer zadania i litere zestawu.

Zadanie 1 Niech f,g : C — C bedq okreslone wzorami: f(z) = —iz® + 1 oraz g(z) = 422
Niech A= {2z € C| Re(z) <0, Im(z) > 0}. Naszkicuj na plaszczyznie zespolonej zbiory:

a) f(A) .
b) g7 (A) = {z € C| g(2) € A}.

Zadanie 2

a) Znajdz wszystkie liczby zespolone spetniajgce réwnanie z* %z = 16z].

b) Znajdz wszystkie pierwiastki zespolone wielomianu x® — 3% € Clz] i roztdz ten wielomian
na tloczyn wielomiandw rzeczywistych stopnia < 2.

Zadanie 3 Niech V = lin{(2,—1,3,0),(1,0,1,1)(2,1,1,4)}
i W= 1in{(2,3,3,4),(3,3,4,5) (1,1,1,2)} bedq podprzestrzeniami R*
a) Opisz przestrzen V' uktadem réwnan.
b) Znajdz baze przestrzeni V + W.

Zadanie 4 Niech W, C R? bedzie przestrzeniq opisang uktadem réwnan:

ZC1+4ZC2—3ZL’3:O
$1+l’2+3l’3:0
$1+3$2+tl’310

zas Us = lin{(1, 1, s), (2,s,4)}.

a) Znajdz wymiar Wy w zaleznosci od parametru t.
b) Zbadaj dla ktérych wartoéci parametréw s i t zachodzi R®* = W, @ Us.

Zadanie 5 Niech V' bedzie przestrzeniq wymiaru skoriczonego nad ciatem K.
a) Niech m > 1 i uktad {1, g, ...., am, B} wektordw z przestrzeni V' jest liniowo niezalezny.
Wykaz, ze

dim(lin{ay, ag, ..., an} Nlin{ay + B,as + B, ooy am + B} = m — 1.
b) Wykaz, ze jezeli W, U sq wlaSciwymi podprzestrzeniami liniowymi V iV =W @ U, to
istnieje podprzestrzen U’ przestrzeni V taka, ze V=W @ U’ i U £ U'.
Teoria
a) Napisz definicje przestrzeni liniowej nad ciatem K.

b) Udowodnij, ze w zbiorze niezerowych liczb zespolonych wykonalne jest dzielenie.

¢) Zaloézmy, ze V jest przestrzenig liniows wymiaru skonczonego i B = {ay, ag, ..., an} jest
uktadem wektoréw V' . Udowodnij, ze nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) Uklad B jest maksymalnym ukladem liniowo niezaleznym w V'

(2) Uklad B jest minimalnym uktadem rozpinajacym V.



