GAL Kolokwium 2, 25 stycznia 2013

e Kazda odpowiedZz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE ) podaé: imig, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere zestawu.

Zestaw A

Zadanie 1.
(a) Niech ¢ : R?* — R* bedzie przeksztatceniem liniowym zadanym wzorem
w(r1, 2, 23) = (r1 — 3,21 + 202 + 23,21 — X2 — 223, —T2 — x3). Znalezé bazy ker p oraz im .

(b) Niech A = {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)} i B = {(1,1), (1,—1)} beda odpowiednio bazami R? i R?
i niech 9 : R?* — R? bedzie takim przeksztalceniem liniowym, ze M(w)ﬁ = { ? _01 1 }
Znalezé¢ wzér na .

Zadanie 2. Niech ¢ : R® — R? i ¢y : R?> — R? beda przeksztalceniami liniowymi zadanymi
wzorami p(x1,x9,x3) = (X1 + 229, —x1 + 22 — x3) 1 Ye(w1,22) = (tw1 + 22, —21, —21 + X2).

(a) Znalezé macierz w bazach standardowych izomorfizmu odwrotnego do ¢ o ¥3.
(b) Zbad¢ dla jakich t przeksztalcenie ¢ o9y jest izomorfizmem.

Zadanie 3.

(a) Niech ay = (1,0,2), g = (0,1, 1), a3 = (1,2,1) oraz niech A = {ay, oy, a3} oznacza baze
przestrzeni R?. Znalezé wspétrzedne, w bazie A*, funkcjonatu f : R?* — R danego wzorem
f(iEl,LEQ, LEg) =X — X2 + X3.

(b) Niech v : R* — R? bedzie dane wzorem (1, 22,23) = (x1 + 223, —21 + 22 + 23,
X9 + 3x3, —x1 + 229 + 4a3). Znalezé bazy obrazu i jadra przeksztalcenia sprzezonego *.
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(a) Obliczy¢ wyznaczniki macierzy A i B.
(b) Obliczy¢ wyznacznik macierzy A*B~6AT(3B).

Zadanie 5. Niechn > 11 Pyj = [pu] € Mpsn(K), gdziepy =1dlak=4i,l=7ipu =0
w pozostalych przypadkach.
(a) Obliczyé P11P12 oraz P12P11.

(b) Niech f : My n(K) — K jest takim funkcjonatem liniowym okre§lonym na przestrzeni macierzy
My n(K), ze dla kazdej pary macierzy A i B zachodzi, f(AB) = f(BA). Pokazaé, ze istnieje taki
element ¢ € K ciata K, ze f([ay]) = c(a11 + azz + ... + any) dla kazdej macierzy [a;;] € My yn(K).

Teoria.
1) Zdefiniowaé jadro przeksztalcenia liniowego i udowodnié, ze jest podprzestrzenia.
2) Udowodnié, ze zlozenie przeksztatcen liniowych jest przeksztatceniem liniowym.
3) Niech A € M,«,(K) bedzie macierza kwadratowa. Dla ¢ = 1,2,3 niech A; bedzie macierza
powstata z A przez operacje elementarna typu i.
a) Opisaé wyznacznik macierzy A; w zaleznosci od det A oraz operacji elementarnej typu i.
b) Opisaé¢ rzad macierzy A; w zaleznodei od r(A) i operacji elementarnej typu ¢ .
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e Kazda odpowiedZz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE ) podaé: imig, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere zestawu.

Zestaw B

Zadanie 1.
(a) Niech ¢ : R?* — R* bedzie przeksztatceniem liniowym zadanym wzorem
o(r1, 2, 23) = (—r1 + 23,21 + 222 + 23, —221 — X2 + X3, —1 — x2). Znalezé bazy kerp oraz im .

(b) Niech A = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,1)} i B = {(1,—1),(1,1)} beda odpowiednio bazami R? | R?
i niech 9 : R?* — R? bedzie takim przeksztalceniem liniowym, ze M(w)ﬁ = { 1 _01 é } .
Znalezé¢ wzér na .

Zadanie 2. Niech ¢ : R® — R? i ¢y : R?> — R? beda przeksztalceniami liniowymi zadanymi
wzorami gO(iEl,LEQ,LEg) = (£E1 — 22 + 23,21 + 2%2) i ’(/Jt(iEl, LEQ) = (tiEl + 29, —21 — $2,£E2).

(a) Znalezé macierz w bazach standardowych izomorfizmu odwrotnego do @ o .
(b) Zbad¢ dla jakich t przeksztalcenie ¢ o9y jest izomorfizmem.

Zadanie 3.

(a) Niech ag = (2,0,1), az = (0,1,—1), as = (1,2, 1) oraz niech A = {ay, a2, a3} oznacza baze
przestrzeni R?. Znalezé wspétrzedne, w bazie A*, funkcjonatu f : R?* — R danego wzorem
Jxr, 20, 23) = 21 + 22 — 3.

(b) Niech  : R® — R* bedzie dane wzorem (x1,22,23) = (21 + 2x3, —21 + 229 + 4as,
—x1 + 22 + 23,21 + 223). Znalezé bazy obrazu i jadra przeksztalcenia sprzezonego y*.
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(a) Obliczy¢ wyznaczniki macierzy A i B.
(b) Obliczy¢ wyznacznik macierzy A*B~6AT(3B).

Zadanie 5. Niechn > 11 Pyj = [pu] € Mpsn(K), gdziepy =1dlak=4i,l=7ipu =0
w pozostalych przypadkach.
(a) Obliczyé P11P21 oraz P21P11.

(b) Niech f : My n(K) — K jest takim funkcjonatem liniowym okre§lonym na przestrzeni macierzy
My n(K), ze dla kazdej pary macierzy A i B zachodzi, f(AB) = f(BA). Pokazaé, ze istnieje taki
element ¢ € K ciata K, ze f([ay]) = c(a11 + azz + ... + any) dla kazdej macierzy [a;;] € My yn(K).

Teoria.
1) Zdefiniowaé jadro przeksztalcenia liniowego i udowodnié, ze jest podprzestrzenia.
2) Udowodnié, ze zlozenie przeksztatcen liniowych jest przeksztatceniem liniowym.
3) Niech A € M,«,(K) bedzie macierza kwadratowa. Dla ¢ = 1,2,3 niech A; bedzie macierza
powstata z A przez operacje elementarna typu i.
a) Opisaé wyznacznik macierzy A; w zaleznosci od det A oraz operacji elementarnej typu i.
b) Opisaé¢ rzad macierzy A; w zaleznodei od r(A) i operacji elementarnej typu ¢ .



