
GAL, Kolokwium 2 TEMAT A 20.01.2012

Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zanie każdego zadania TRZEBA napisać na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na każdej kartce prosze podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdaja↪cej, nazwisko prowadza↪cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba
zdaja↪ca uczeszcza, numer rozwia↪zywanego zadania i litere↪ tematu.

1. W przestrzeni liniowej R4 dane sa↪ dwie podprzestrzenie Vt = lin ((−1, 2, 1, 0), (0, 1, 2, t − 1)), gdzie

t ∈ R, oraz W :
{
x1 +x2 +x3 −x4 = 0

x2 +x3 = 0 .

(a) Dla jakich wartości parametru t ∈ R, R4 = Vt ⊕W?

(b) Niech ϕ: R4 −→ R4 be↪dzie rzutem na W wzd luż V0. Podać przyk lad wektora α ∈ R4 takiego,
że α 6∈W oraz ϕ(α) = (1,−1, 1, 1).

(c) Czy istnieje baza α1, α2, α3, α4 przestrzeni R4 taka, że α1 = (1, 0, 0, 1), α2 ∈ W oraz wektor
β = (2, 1,−1, 2) ma w tej bazie wspó lrze↪dne 1,−1, 0, 0? Jeśli tak, to podać przyk lad takiej bazy.
Jeśli nie, to uzasadnić dlaczego.

2. Dana jest baza A: (1, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 0, 0) przestrzeni R3 oraz baza B: (1, 1), (2, 1) przestrzeni R2.
Niech ϕ: R3 −→ R2 i ψt: R2 −→ R3 (gdzie t ∈ R) be↪da↪ przekszta lceniami liniowymi takimi, że

M(ϕ)BA =
(

1 −1 0
2 −1 1

)
i M(ψt)ASt =

 2 1
−1 t
1 −2

, gdzie St jest baza↪ standardowa↪ R2.

(a) Znaleźć baze↪ Ker(ϕ) oraz wymiar przestrzeni Im(ϕ).

(b) Znaleźć wektor (ϕ ◦ ψ1)((1, 4)).

(c) Dla jakich wartości parametru t ∈ R, przekszta lcenie ϕ ◦ ψt jest izomorfizmem liniowym?

3. Niech A1 =


2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2

 ∈M4×4(R) oraz A2 =


a 1 1 . . . 1
1 a 1 . . . 1
1 1 a . . . 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 . . . a

 ∈Mn×n(R).

(a) Obliczyć detA1.

(b) Niech n = 15. Dla jakich a ∈ R macierz A2 jest odwracalna?

4. Dane sa↪ przestrzenie liniowe V , W , U (które moga↪ być nieskończenie wymiarowe) oraz przek-
szta lcenia liniowe ϕ:V −→W i ψ:W −→ U .

(a) Udowodnić, że (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗, gdzie ϕ∗:W ∗ −→ V ∗ i ψ∗:U∗ −→ W ∗ sa↪ przekszta lceniami
sprze↪żonymi do ϕ i ψ, odpowiednio.

(b) Udowodnić, że jeśli ϕ∗:W ∗ −→ V ∗ jest epimorfizmem, to ϕ jest monomorfizmem.

verte −→



5. Niech V1, V2 be↪da↪ podprzestrzeniami skończenie wymiarowej przestrzeni V .

(a) Udowodnić, że V1 + V2 też jest podprzestrzenia↪ V .

(b) Udowodnić, że dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 − dim(V1 ∩ V2).

6. Macierz A ∈ Mn×n(K) nazywamy macierza↪ cykliczna↪ wtedy i tylko wtedy gdy A = a1I + a2C +

a3C
2 + . . . anC

n−1 dla pewnych a1, a2, . . . , an ∈ K, gdzie C =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 1
1 0 0 · · · 0

 ∈Mn×n(K).

(a) Udowodnić, że jeśli macierze A,B ∈Mn×n(K) sa↪ cykliczne, to AB = BA.

(b) Udowodnić, że jeśli A,B ∈Mn×n(K) sa↪ cykliczne, to ich iloczyn AB też jest macierza↪ cykliczna↪.
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Każda↪ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia↪zanie każdego zadania TRZEBA napisać na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).
Na każdej kartce prosze podać: imie↪, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby zdaja↪cej,
nazwisko prowadza↪cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba zdaja↪ca uczeszcza, numer rozwia↪zywa-
nego zadania i litere↪ tematu.

1. W przestrzeni liniowej R4 dane sa↪ dwie podprzestrzenie Vt = lin ((1, 1, 2,−2), (0, 2, 1, t)), gdzie t ∈ R,

oraz W :
{
x1 +x2 −x3 +x4 = 0

x2 −x3 = 0 .

(a) Dla jakich wartości parametru t ∈ R, R4 = Vt ⊕W?

(b) Niech ϕ: R4 −→ R4 be↪dzie rzutem na W wzd luż V0. Podać przyk lad wektora α ∈ R4 takiego,
że α 6∈W oraz ϕ(α) = (1, 1, 1,−1).

(c) Czy istnieje baza α1, α2, α3, α4 przestrzeni R4 taka, że α1 = (1, 0, 0,−1), α2 ∈ W oraz wektor
β = (1, 2, 2,−1) ma w tej bazie wspó lrze↪dne 1,−1, 0, 0? Jeśli tak, to podać przyk lad takiej bazy.
Jeśli nie, to uzasadnić dlaczego.

2. Dana jest baza A: (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1) przestrzeni R3 oraz baza B: (1, 2), (1, 1) przestrzeni R2.
Niech ϕ: R3 −→ R2 i ψt: R2 −→ R3 (gdzie t ∈ R) be↪da↪ przekszta lceniami liniowymi takimi, że

M(ϕ)BA =
(

1 0 −1
2 −1 1

)
i M(ψt)ASt =

 1 1
2 0
3 t

, gdzie St jest baza↪ standardowa↪ R2.

(a) Znaleźć baze↪ Ker(ϕ) oraz wymiar przestrzeni Im(ϕ).

(b) Znaleźć wspó lrze↪dne wektora (ϕ ◦ ψ1)((2, 1)) w bazie B.

(c) Dla jakich wartości parametru t ∈ R, przekszta lcenie ϕ ◦ ψt jest izomorfizmem liniowym?

3. Niech A1 =


3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

 ∈M4×4(R) oraz A2 =


x 1 1 . . . 1
1 x 1 . . . 1
1 1 x . . . 1
...

...
...

. . .
...

1 1 1 . . . x

 ∈Mn×n(R).

(a) Obliczyć detA1.

(b) Niech n = 20. Dla jakich x ∈ R macierz A2 jest odwracalna?

4. Dane sa↪ przestrzenie liniowe V , W , U (które moga↪ być nieskończenie wymiarowe) oraz przek-
szta lcenia liniowe ϕ:V −→W i ψ:W −→ U .

(a) Udowodnić, że (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗, gdzie ϕ∗:W ∗ −→ V ∗ i ψ∗:U∗ −→ W ∗ sa↪ przekszta lceniami
sprze↪żonymi do ϕ i ψ, odpowiednio.

(b) Udowodnić, że jeśli ϕ∗:W ∗ −→ V ∗ jest epimorfizmem, to ϕ jest monomorfizmem.

verte −→



5. Niech V1, V2 be↪da↪ podprzestrzeniami skończenie wymiarowej przestrzeni V .

(a) Udowodnić, że V1 + V2 też jest podprzestrzenia↪ V .

(b) Udowodnić, że dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 − dim(V1 ∩ V2).

6. Macierz A ∈ Mn×n(K) nazywamy macierza↪ cykliczna↪ wtedy i tylko wtedy gdy A = a1I + a2C +

a3C
2 + . . . anC

n−1 dla pewnych a1, a2, . . . , an ∈ K, gdzie C =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 1
1 0 0 · · · 0

 ∈Mn×n(K).

(a) Udowodnić, że jeśli macierze A,B ∈Mn×n(K) sa↪ cykliczne, to AB = BA.

(b) Udowodnić, że jeśli A,B ∈Mn×n(K) sa↪ cykliczne, to ich iloczyn AB też jest macierza↪ cykliczna↪.


