GAL, Kolokwium 2 TEMAT A 20.01.2012

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba
zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania i litere tematu.

1. W przestrzeni liniowej R* dane sa dwie podprzestrzenie V; = lin ((—1,2,1,0),(0,1,2,¢ — 1)), gdzie
t e R, oraz W: { Te Ary Ary —rg =0 .
T2 “+xs3 =0

(a) Dla jakich wartosci parametru t € R, R'=v,0W?

(b) Niech ¢: R* — R* bedzie rzutem na W wzdluz V. Podaé przyklad wektora o € R* takiego,
ze o ¢ Woraz p(a) = (1,-1,1,1).

(c) Cazy istnieje baza aq, a9, a3, ay przestrzeni R* taka, ze a; = (1,0,0,1), aa € W oraz wektor
8 =1(2,1,—1,2) ma w tej bazie wspétrzedne 1, —1,0,07 Jesli tak, to podaé przyktad takiej bazy.
Jedli nie, to uzasadni¢ dlaczego.

2. Dana jest baza A: (1,1,1),(1,0,1),(1,0,0) przestrzeni R? oraz baza B: (1,1),(2,1) przestrzeni R
Niech QDIRB — R*iy:R* — R® (gdzie t € R) beda przeksztalceniami liniowymi takimi, ze
1 -1 0 2 !
M(p)5 = < 5 1 1 ) i M@W)4d = -1t |, gdzie St jest baza standardowa R”.
1 -2
(a) Znalezé baze Ker(p) oraz wymiar przestrzeni Im(ep).
(b) Znalezé wektor (p o 11)((1,4)).

(c) Dla jakich wartosci parametru t € R, przeksztalcenie ¢ o v jest izomorfizmem liniowym?

1 1 1
2 1 1 1 1 a 1 1
3. Niech A4; = 1 ? ; 1 € Myxs(R) oraz Ay = L 1 a L | e My wn(R)
1 1 1 2

(a) Obliczy¢ det A;.
(b) Niech n = 15. Dla jakich a € R macierz As jest odwracalna?

4. Dane sa przestrzenie liniowe V, W, U (ktére moga by¢ nieskoriczenie wymiarowe) oraz przek-
sztalcenia liniowe p: V — W iy: W — U.

(a) Udowodnié, ze (v o p)* = p* o™, gdzie p*: W* — V* i ¢*: U* — W™* sa przeksztalceniami
sprzezonymi do ¢ i ¥, odpowiednio.

(b) Udowodnié, ze jesli ¢*: W* — V* jest epimorfizmem, to ¢ jest monomorfizmem.

verte —



5. Niech V1, V5 beda podprzestrzeniami skonczenie wymiarowej przestrzeni V.

(a) Udowodnié, ze Vi + V4 tez jest podprzestrzenia V.
(b) Udowodni¢, ze dim(V; + V2) = dim V; 4+ dim V5 — dim(V; N Va).

6. Macierz A € M,,«,,(K) nazywamy macierza cykliczng wtedy i tylko wtedy gdy A = a1l + a2C +

o1 0 -~ 0

o o0 1 --- 0
asC?+...a,C" ! dla pewnych a1, as, ..., a, € K, gdzie C = € Myxn(K).

00 --- 0 1

1 0 0 --- 0

(a) Udowodnié, ze jesli macierze A, B € M, «,(K) sa cykliczne, to AB = BA.
(b) Udowodnié, ze jesli A, B € M,,«n(K) sa cykliczne, to ich iloczyn AB tez jest macierza cykliczna,.
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Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na

ODDZIELNEJ] kartce (lub kartkach).

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby zdajacej,
nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca uczeszcza, numer rozwiazywa-

nego zadania i litere tematu.

1. W przestrzeni liniowej R* dane sa dwie podprzestrzenie V; = lin ((1,1,2,—2),(0,2,1,t)), gdzie t € R,

X1 “+2x9o —I3 +x4 = 0

oraz W: { vy —1 —0 -

(a) Dla jakich wartosci parametru ¢t € R, R' = V; @ W?

(b) Niech ¢: R* — R* bedzie rzutem na W wzdtuz Vp. Podaé przyklad wektora o € R* takiego,

ze o ¢ W ooraz ¢(a) = (1,1,1, —1).

(c) Czy istnieje baza a1, e, as, oy przestrzeni R* taka, ze a; = (1,0,0,—1), ag € W oraz wektor
8= (1,2,2,—1) ma w tej bazie wspétrzedne 1, —1,0,07 Jesli tak, to podaé przyktad takiej bazy.

Jesli nie, to uzasadnié¢ dlaczego.

2. Dana jest baza A: (0,0,1),(1,0,1),(1,1,1) przestrzeni R? oraz baza B: (1,2),(1,1) przestrzeni R?.
Niech @:RB — R*i wt:RQ — R (gdzie t € R) beda przeksztalceniami liniowymi takimi, ze

11
M(p)8 = ( ; _01 _11 ) i M), =| 2 0 |, gdzie St jest baza standardowa, R*.
3t

(a) Znalezé baze Ker(p) oraz wymiar przestrzeni Im(ep).

(b) Znalezé wspdlrzedne wektora (p o 11)((2,1)) w bazie B.

(c) Dla jakich wartoéci parametru t € R, przeksztalcenie ¢ o 9); jest izomorfizmem liniowym?

T

3 1 1 1 1

3. Niech A; = 1 ? ; 1 € Myx4(R) oraz Ay = 1
1113 :

1

(a) Obliczy¢ det A;.

(b) Niech n = 20. Dla jakich z € R macierz A, jest odwracalna?

1
T
1

—_

—_ =

€ Myxn(R).

4. Dane sa przestrzenie liniowe V, W, U (ktére moga by¢ nieskoriczenie wymiarowe) oraz przek-

sztalcenia liniowe p:V — Wiy W — U.

(a) Udowodnié, ze (1) 0 9)* = ¢* o ¢p*, gdzie p*: W* — V* i p*: U* — W™* sa przeksztalceniami

sprzezonymi do ¢ i ¥, odpowiednio.

(b) Udowodnié, ze jedli o*: W* — V* jest epimorfizmem, to ¢ jest monomorfizmem.

verte —



5. Niech V1, V5 beda podprzestrzeniami skonczenie wymiarowej przestrzeni V.

(a) Udowodnié, ze Vi + V4 tez jest podprzestrzenia V.
(b) Udowodni¢, ze dim(V; + V2) = dim V; 4+ dim V5 — dim(V; N Va).

6. Macierz A € M,,«,,(K) nazywamy macierza cykliczng wtedy i tylko wtedy gdy A = a1l + a2C +

o1 0 -~ 0

o o0 1 --- 0
asC?+...a,C" ! dla pewnych a1, as, ..., a, € K, gdzie C = € Myxn(K).

00 --- 0 1

1 0 0 --- 0

(a) Udowodnié, ze jesli macierze A, B € M, «,(K) sa cykliczne, to AB = BA.
(b) Udowodnié, ze jesli A, B € M,,«n(K) sa cykliczne, to ich iloczyn AB tez jest macierza cykliczna,.



