GAL, Kolokwium 1 TEMAT A 18.11.2011

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA
napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu
osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. Niech D ={z € C:Re(z) <0, Im(2) <0, |z| < 8} iniech funkcja f: C — C bedzie

zadana wzorem f(z) = 2.

(a) Naszkicowaé zbiory D oraz f~'(D).

(b) Znalezé wszystkie pierwiastki réwnania z® = |z|, ktére naleza do D.

2. W przestrzeni liniowej R* dane sa wektory a; = (1,—1,1,—1), as = (0,1,0,1),
ag = (—1,-2,—-1,-2), g = (1,1,1,0) oraz podprzestrzein V opisana nastepujacym
uktadem réwnan

T —XI3 = 0
T +I9 —T3 —Ty = 0
—2[L'1 —XT9 +2!L’3 +x4 = 0

(a) Czy wektory oy, as, ag rozpinaja V7 Czy wektory ay, as, a3 sa baza V7 Czy 3
jest kombinacja liniowa wektoréw o, ao, ag?

(b) Podaé przyklad bazy vi,7s, 73,74 w R* takiej, ze 71,7, € V oraz wektor # ma
w tej bazie wspolrzedne 1,1, —1, 1.

3. W przestrzeni R® dane sa podprzestrzenie V = lin ((1,1, —2), (1,2, —3),(2,3, —5))
oraz Wy =1in ((2,3, —-5), (1, —2,2 +1)).

(a) ZnaleZé baze i wymiar przestrzeni V. Udowodnié, ze V' mozna opisaé jednym
rownaniem.

(b) Dla jakich wartosci parametru t € R zachodzi réwnosé W, = V7
4. Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa oraz oy, g, ...,y € V.

(a) Wykazaé, ze jesli uklad wektoréw aq, as, ..., a,, jest liniowo niezalezny, to ist-
nieja wektory (31, s, . . ., Ok takie, ze uktad oy, as, . .., am, 01, Ba, - - ., Bi jest baza
v,

(b) Wykazaé, ze jesli V = lin (cy, . .., aup), to z uktadu aq, as, . . ., ay, mozna wybraé
podukiad o, vy, . .., o, , ktéry jest baza V.

5. (a) Poda¢ przyklad przestrzeni liniowej V' nad skoriczonym cialem K takiej, ze V =
WiUWsU. . .UW, dla pewnych podprzestrzeni wlasciwych Wy, W, ... W, CV
(podprzestrzen W przestrzeni V nazywamy wlasciwa, jesi W £ V i W #£ {0}).

(b) Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad nieskoriczonym ciatem K. Udowodnié,
ze V £ WiUWLU. . .UW,, dla dowolnych wlasciwych podprzestrzeni Wy, Ws, ...,
W, CV.



GAL, Kolokwium 1 TEMAT B 18.11.2011

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA
napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu
osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. Niech D = {z € C:Re(z) < 0, Im(2) > 0, |2| < 27} i niech funkcja f:C — C

bedzie zadana wzorem f(z) = 23

(a) Naszkicowaé zbiory D oraz f~'(D).

(b) Znalezé wszystkie pierwiastki réwnania 2® = |z|, ktére naleza do D.

2. W przestrzeni liniowej R* dane sa wektory a; = (1, -1, —1,1), ay = (1,0,0,1), a3 =
(3,—1,—-1,3), B = (1,1,1,0) oraz podprzestrzen V opisana nastepujacym ukladem
rownan

Ty —x4 = 0
T —Z9 +X3 —Ty = 0
—2[L'1 +T9 —I3 +2I4 = 0

(a) Czy wektory oy, as, ag rozpinaja V7 Czy wektory ay, aq, a3 sa baza V7 Czy 3
jest kombinacja liniowa wektoréw o, ao, ag?

(b) Podaé przyklad bazy vi,7s, V3,74 w R* takiej, ze 71,7, € V oraz wektor # ma
w tej bazie wspolrzedne —1,1,2, —1.

3. W przestrzeni R?® dane sa podprzestrzenie V = lin((1,1,2),(1,2,3),(2,3,5)) oraz
W, = lin ((2,3,5), (1, =1, ¢ — 1)).

(a) ZnaleZé baze i wymiar przestrzeni V. Udowodnié, ze V' mozna opisaé jednym
rownaniem.

(b) Dla jakich wartosci parametru t € R zachodzi réwnosé W, = V7
4. Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa oraz oy, s, ..., € V.

(a) Wykazad, ze jesli uklad wektoréw aq, as, ..., a,, jest liniowo niezalezny, to ist-
nieja wektory (31, s, . . ., Ok takie, ze ukltad oy, as, . .., am, 01, Pa, - - ., Bi jest baza
v,

(b) Wykazaé, ze jesli V = lin (cv, . .., aup), to z uktadu aq, as, . . ., ay, mozna wybraé
podukiad o, vy, ..., o, , ktéry jest baza V.

5. (a) Poda¢ przyklad przestrzeni liniowej V' nad skoriczonym cialem K takiej, ze V =
WiUWsU. . .UW, dla pewnych podprzestrzeni wlasciwych Wy, W, ... W, CV
(podprzestrzen W przestrzeni V nazywamy wlasciwa, jesi W # V i W #£ {0}).

(b) Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad nieskoriczonym ciatem K. Udowodnié,
ze V £ WiUWLU. . .UW,, dla dowolnych wlasciwych podprzestrzeni Wy, Ws, ...,
W, CV.



