GAL, Kolokwium 1 TEMAT A 19.11.2010

Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).
Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu
osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. Niech D = {z € C:Re(z) <0, Im (2) > 0, |z| < 2} i niech funkcja f: C — C bedzie
zadana wzorem f(z) = (1+41)- 2% + 1.

(a) Naszkicowaé zbiory D oraz f(D).

(b) Dla k € N niech 2z, = %. Dla jakich k € N zachodzi z, € D?

2. W R* rozpatrzmy podprzestrzen V = lin ((1,2,1,2),(3,5,1,7), (5,9,3, 11)).

(a) Znalezé baze i wymiar przestrzeni V. Czy wektor o = (1, 1,0, 1) nalezy do V7

(b) Znalez¢ uklad réwnan liniowych opisujacy V. Czy V mozna opisaé¢ jednym
rownaniem liniowym? Czy V mozna opisa¢ uktadem trzech réwnan liniowych?
Odpowiedz uzasadnij.

3. W R* rozpatrzmy podprzestrzen W bedaca przestrzenia rozwiazan ukladu réwnan

U Ty + X9 + 356'3 — 3374 = 0
|z + 229 + 4x3 — bxy = O.

(a) ZnaleZé baze i wymiar przestrzeni W. Znaleziona baze przestrzeni W dopeknié
do bazy przestrzeni R* w taki sposéb aby w tej bazie wektor 8 = (1,2, 4, 3) mial
wspétrzedne 1,1,0,1. Cazy istnieje baza przestrzeni W, ktéra mozna dopemié
do bazy przestrzeni R* w ten sposéb, ze wektor § ma w tej bazie wspélrzedne
1,1,0,0?7 Odpowiedz uzasadnij.

(b) Niech Wy =lin((1,5,1,3), (2,3s+10, s+2,2s+6). Dla jakich wartosci parametru
s € R zachodzi rownos¢ W, = W?

4. Niech oy, ..., ap bedzie uktadem wektoréw przestrzeni liniowej V. Stosujac definicje:
podprzestrzeni, kombinacji liniowej uktadu wektoréw i liniowej niezaleznosci ukladu
wektoréw, wykazaé, ze

(a) Zbior lin (ay,. .., ax) jest podprzestrzenia przestrzeni V.

(b) Jedli uktad ay, ..., qy jest liniowo niezalezny oraz 5 € V, to
uktad a, ..., ag, 3 jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy 5 ¢ lin (o, . .., ay).

5. (a) W R? podaé przyklad takiego ukladu wektoréw aq, o, aus, au, avs, ktérego kazdy
jego poduktad zlozony z trzech wektoréw jest liniowo niezalezny.

(b) Cazy istnieje taki uklad wektoréw aq, as, as, .. ., an, Qpi1, Qpyo W przestrzeni R”,
ktérego kazdy poduklad ztozony z n wektorow jest liniowo niezalezny? Czy ist-
nieje taki nieskoniczony uktad wektoréw o, g, s, ... w przestrzeni R", ktérego
kazdy podukiad zlozony z n wektoréw jest liniowo niezalezny? Uzasadni¢.
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Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu
osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. Niech D = {z € C:Re(z) > 0, Im (2) < 0, |z| < 3} i niech funkcja f: C — C bedzie
zadana wzorem f(z) = (1 +1)- 2% — 1.

(a) Naszkicowaé zbiory D oraz f(D).

(b) Dla k € N niech 2, = Y2520 Dla jakich k € N zachodzi 2, € D?

2. W R* rozpatrzmy podprzestrzen V = lin ((1, 1,2, 1), (3, -2,7,1), (4, =5, 7,6)).

(a) Znalez¢ baze i wymiar przestrzeni V. Czy wektor o = (1, —2,1,2) nalezy do V7

(b) Znalez¢ uklad réwnan liniowych opisujacy V. Czy V mozna opisaé¢ jednym
rownaniem liniowym? Czy V mozna opisa¢ uktadem trzech réwnan liniowych?
Odpowiedz uzasadnij.

3. W R* rozpatrzmy podprzestrzen W bedaca przestrzenia rozwiazan ukladu réwnan

U Ty + X9 — 3.3(33 — X4 = 0
' I1+2I2—4$3—3I4:0.

(a) ZnaleZé baze i wymiar przestrzeni W. Znaleziona baze przestrzeni W dopekié
do bazy przestrzeni R* w taki sposéb aby w tej bazie wektor 3 = (2, —4, =2, 3)
mial wspoétrzedne 1,1, 0, 1. Czy istnieje baza przestrzeni W, ktéra mozna dopetnié
do bazy przestrzeni R* w ten sposéb, ze wektor § ma w tej bazie wspélrzedne
1,1,0,0?7 Odpowiedz uzasadnij.

(b) Niech Wy =lin((1,3,1,1), (3,55+9, s+3,2s+3)). Dla jakich wartosci parametru
s € R zachodzi rownos¢ Wy, = W?

4. Niech oy, ..., ap bedzie uktadem wektoréw przestrzeni liniowej V. Stosujac definicje:
podprzestrzeni, kombinacji liniowej uktadu wektoréw i liniowej niezaleznosci ukladu
wektoréw, wykazaé, ze

(a) Zbior lin (ay,. .., ax) jest podprzestrzenia przestrzeni V.

(b) Jedli uktad ay, ..., qy jest liniowo niezalezny oraz 5 € V, to
uktad a, ..., ag, 3 jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy £ ¢ lin (o, . .., ay).

5. (a) W R? podaé przyklad takiego ukladu wektoréw aq, o, as, au, avs, ktérego kazdy
jego poduktad zlozony z trzech wektoréw jest liniowo niezalezny.

(b) Cgzy istnieje taki uklad wektoréw aq, as, as, .. ., ap, Qpi1, Gy W przestrzeni R”,
ktérego kazdy poduklad zlozony z n wektorow jest liniowo niezalezny? Czy ist-
nieje taki nieskoniczony uktad wektoréw oy, ag, as, ... w przestrzeni R", ktérego
kazdy podukiad zlozony z n wektoréw jest liniowo niezalezny? Uzasadni¢.



