
GAL, Kolokwium 2, 22.01.2009

Każda̧ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia̧zanie każdego zadania TRZEBA napisać na ODDZIELNEJ
kartce (lub kartkach).
Na każdej kartce prosze podać: imiȩ, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdaja̧cej, nazwisko
prowadza̧cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba zdaja̧ca uczeszcza,
numer rozwia̧zywanego zadania i literȩ tematu.

TEMAT A

(1) Dla dowolnych parametrów s, t ∈ R niech Wst bȩdzie podprzestrzenia̧ R4 opisana̧ nastȩpuja̧cym uk ladem równań: x1 −2x2 +(s− 1)x3 −2x4 = 0
−x1 +x2 +x3 tx4 = 0
x1 −3x3 (2s− 1)x3 (t− 4)x4 = 0

i niech V = lin((1, 2, 1,−2), (1,−1, 1, 1), (−1, 10,−1,−10)) ⊆ R4.

(a) Dla jakich parametrów s, t ∈ R, R4 = V ⊕Wst.

(b) Znaleźć bazȩ i wymiar przestrzeni V ∩Wst w zależności od s i t. Znaleźć wymiar przestrzeni V + Wst w
zależności od s i t.

(c) Czy istnieja̧ takie parametry s, t ∈ R, że V ∩Wst = V ?

(2) Niech ϕ: R4 −→ R4 bȩdzie rzutem na V1 wzd luż V2, gdzie V1, V2 sa̧ podprzestrzeniami R4 opisanymi nastȩpuja̧cymi
uk ladami równań:

V1 :
{

x1 −2x2 +x4 = 0
−2x1 +3x2 −x3 −x4 = 0 , V2 :

{
x1 −x2 +2x3 +x4 = 0
x1 −2x2 +2x3 = 0 ,

(a) Znaleźć wzór na ϕ oraz jego macierz w bazie standardowej.

(b) Podać przyk lady (podaja̧c wzory) przekszta lceń liniowych ψ1, ψ2: R4 −→ R4 takich, że dim(imψ1) = 1,
dim(imψ2) = 2 oraz ϕ ◦ ψ1, ϕ ◦ ψ2 sa̧ przekszta lceniami zerowymi (tzn. ϕ ◦ ψ1(v) = (0, 0, 0, 0) = ϕ ◦ ψ2(v)
dla dowolnego wektora v).

(c) Czy istnieje przekszta lcenie liniowe ψ: R4 −→ R4 takie, że dim(imψ) = 3 i ϕ ◦ ψ jest przekszta lceniem
zerowym.

(3) Niech A : (2, 1, 2), (1, 1, 0), (−2,−2, 1) i B : (1, 1, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1) bȩda̧ dwiema bazami przestrzeni R3. Niech
ϕ: R3 −→ R3 i ψ: R3 −→ R3 bȩda̧ przekszta lceniami liniowymi takimi, że

M(ϕ)ASt =

 1 1 0
1 1 1
1 0 1

 , M(ψ)BA =

 1 2 −1
1 0 −1
−2 1 2

 ,

gdzie St jest baza̧ standardowa̧ w R3.

(a) Znaleźć wspó lrzȩdne wektora ϕ((2,−1, 2)) w bazie A.

(b) Znaleźć wzór na ψ ◦ ϕ.

(c) Znaleźć bazȩ ker(ψ). Czy ker(ψ) = ker(ψ ◦ ϕ)?

(4) Niech V i W bȩda̧ skończenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad cia lem K i niech ϕ:V −→ W bȩdzie
przekszta lceniem liniowym. Udowodnić, że

(a) ker(ϕ) jest podprzestrzenia̧ liniowa̧ przestrzeni V .

(b) dim(kerϕ) + dim(imϕ) = dimV

(5) Dla i = 0, 1, 2, niech ϕi:Vi −→ Vi+1 bȩdzie przekszta lceniem liniowym pomiedzy skończenie wymiarowymi
przestrzeniami liniowymi nad cia lem K. Udowodnić, że

(a) r(ϕ1) ≤ r(ϕ2 ◦ ϕ1) + dim(kerϕ2).

(b) r(ϕ2 ◦ ϕ1) + r(ϕ1 ◦ ϕ0) ≤ r(ϕ1) + r(ϕ2 ◦ ϕ1 ◦ ϕ0).

r(ϕ) oznacza rza̧d przekszta lcenia ϕ, tzn. r(ϕ) = dim(imϕ).
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Każda̧ odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwia̧zanie każdego zadania TRZEBA napisać na ODDZIELNEJ
kartce (lub kartkach).
Na każdej kartce prosze podać: imiȩ, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdaja̧cej, nazwisko
prowadza̧cego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba zdaja̧ca uczeszcza,
numer rozwia̧zywanego zadania i literȩ tematu.

TEMAT B

(1) Dla dowolnych parametrów s, t ∈ R niech Wst bȩdzie podprzestrzenia̧ R4 opisanaa̧ nastȩpuja̧cym uk ladem
równań:  x1 −2x2 +tx3 −2x4 = 0

−x1 +x2 +x3 (s+ 1)x4 = 0
x1 −3x3 (2t+ 1)x3 (s− 3)x4 = 0

i niech V = lin((−1, 2,−1,−2), (−1, 1,−1,−1), (−7, 10,−7,−10)) ⊆ R4.

(a) Dla jakich parametrów s, t ∈ R, R4 = V ⊕Wst.

(b) Znaleźć bazȩ i wymiar przestrzeni V ∩Wst w zależności od s i t. Znaleźć wymiar przestrzeni V + Wst w
zależności od s i t.

(c) Czy istnieja̧ takie parametry s, t ∈ R, że V ∩Wst = V ?

(2) Niech ϕ: R4 −→ R4 bȩdzie rzutem na V1 wzd luż V2, gdzie V1, V2 sa̧ podprzestrzeniami R4 opisanymi nastȩpuja̧cymi
uk ladami równań:

V1 :
{

x1 −2x2 +2x4 = 0
−x1 +2x2 +x3 −x4 = 0 , V2 :

{
2x1 −3x2 −2x3 +x4 = 0
x1 −2x2 −2x3 +x4 = 0 ,

(a) Znaleźć wzór na ϕ oraz jego macierz w bazie standardowej.

(b) Podać przyk lady (podaja̧c wzory) przekszta lceń liniowych ψ1, ψ2: R4 −→ R4 takich, że dim(imψ1) = 1,
dim(imψ2) = 2 oraz ϕ ◦ ψ1, ϕ ◦ ψ2 sa̧ przekszta lceniami zerowymi (tzn. ϕ ◦ ψ1(v) = (0, 0, 0, 0) = ϕ ◦ ψ2(v)
dla dowolnego wektora v).

(c) Czy istnieje przekszta lcenie liniowe ψ: R4 −→ R4 takie, że dim(imψ) = 3 i ϕ ◦ ψ jest przekszta lceniem
zerowym.

(3) Niech A : (2, 1, 2), (1, 1, 0), (−2,−2, 1) i B : (1, 1, 1, ), (1, 1, 0), (1, 0, 1) bȩda̧ dwiema bazami przestrzeni R3. Niech
ϕ: R3 −→ R3 i ψ: R3 −→ R3 bȩda̧ przekszta lceniami liniowymi takimi, że

M(ϕ)ASt =

 1 1 0
1 1 1
1 0 1

 , M(ψ)BA =

 1 −1 −1
−1 0 1
−2 −2 2

 ,

gdzie St jest baza̧ standardowa̧ w R3.

(a) Znaleźć wspó lrzȩdne wektora ϕ((2, 2,−1)) w bazie B.

(b) Znaleźć wzór na ψ ◦ ϕ.

(c) Czy ker(ϕ) = ker(ψ ◦ ϕ)?

(4) Niech V i W bȩda̧ skończenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad cia lem K i niech ϕ:V −→ W bȩdzie
przekszta lceniem liniowym. Udowodnić, że

(a) kerϕ jest podprzestrzenia̧ liniowa̧ przestrzeni V .

(b) dim(kerϕ) + dim(imϕ) = dimV

(5) Dla i = 0, 1, 2, niech ϕi:Vi −→ Vi+1 bȩdzie przekszta lceniem liniowym pomiedzy skończenie wymiarowymi
przestrzeniami liniowymi nad cia lem K. Udowodnić, że

(a) r(ϕ1) ≤ r(ϕ2 ◦ ϕ1) + dim(kerϕ2).

(b) r(ϕ2 ◦ ϕ1) + r(ϕ1 ◦ ϕ0) ≤ r(ϕ1) + r(ϕ2 ◦ ϕ1 ◦ ϕ0).

r(ϕ) oznacza rza̧d przekszta lcenia ϕ, tzn. r(ϕ) = dim(imϕ).


