GAL, Kolokwium 2, 22.01.2009

Kazda odpowiedZz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ
kartce (lub kartkach).

Na kazdej kartce prosze podaé: imig, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko
prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca uczeszcza,

numer rozwigzywanego zadania i liter¢ tematu.

TEMAT A

(1) Dla dowolnych parametréw s,t € R niech Wy; bedzie podprzestrzenia R* opisana nastepujacym uktadem réwnan:

x1 2wy +(s—1)as —2x4 =0
—T1 “+xo +£C3 tZL'4 =0
1 —3zs (2s—1Dzg (t—4)zy =0

i niech V' = lin((1,2,1,-2), (1,—1,1,1), (1,10, -1, —10)) C R%.

(a) Dla jakich parametréw s,t € R, R* =V @ W,,.

(b) ZnaleZé baze i wymiar przestrzeni V N Wy w zaleznosci od s i t. ZnaleZé wymiar przestrzeni V + Wy w
zaleznosci od s i t.

(¢) Cgzy istnieja takie parametry s,t € R, ze VN Wy = V?

(2) Niech : R* — R* bedzie rzutem na Vi wzdhuz Vs, gdzie Vi, Vs sa podprzestrzeniami R* opisanymi nastepujacymi
ukladami réwnan:

=0
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0

(a) Znalezé wzdr na ¢ oraz jego macierz w bazie standardowej.

(b) Podaé przyktady (podajac wzory) przeksztalceri liniowych 1y, 19: R* — R* takich, ze dim(imiy) = 1,
dim(imapg) = 2 oraz ¢ o 11, @ o 1y sa przeksztalceniami zerowymi (tzn. ¢ o 1 (v) = (0,0,0,0) = ¢ 0 Pa(v)
dla dowolnego wektora v).

(c) Czy istnieje przeksztalcenie liniowe 1: R* — R* takie, ze dim(imi)) = 3 i p o 1) jest przeksztalceniem
Zerowym.

(3) Niech A : (2,1,2),(1,1,0),(-2,-2,1) i B: (1,1,1),(1,0,1),(0,1,1) beda dwiema bazami przestrzeni R3. Niech
©:R3 — R3 i ¢): R? — R? beda przeksztalceniami liniowymi takimi, ze

1 1 0 1 2 -1
Meg=111]), Mpi=| 10 -1 |,
1 0 1 -2 1 2

gdzie St jest baza standardowa w R3.

(a) Znalezé wspélrzedne wektora ¢((2,—1,2)) w bazie A.
(b) Znalezé wzoér na 1) o .
(¢) Znalezé baze ker(v). Czy ker(¢) = ker(yp o )?

(4) Niech V' i W beda skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad ciatem K i niech ¢: V' — W bedzie
przeksztalceniem liniowym. Udowodnié¢, ze

(a) ker(y) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

(b) dim(kery) + dim(imyp) = dimV

(5) Dla ¢ = 0,1,2, niech ¢;:V; — V41 bedzie przeksztalceniem liniowym pomiedzy skonczenie wymiarowymi
przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Udowodni¢, ze

(a) r(e1) < r(p20¢1) + dim(kerps).
(b) r(p20¢1) +7(p1090) < 7(p1) +7(P2 0 P10 @o)-

r(¢) oznacza rzad przeksztalcenia ¢, tzn. r(p) = dim(imep).
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Kazda odpowiedZz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ
kartce (lub kartkach).

Na kazdej kartce prosze podaé: imig, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko
prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca uczeszcza,

numer rozwigzywanego zadania i liter¢ tematu.

TEMAT B

(1) Dla dowolnych parametréw s,t € R niech W,; bedzie podprzestrzenia R* opisanaa nastepujacym ukladem
réwnan:
1 —2x9 +txs —2x4 =0
—z1  +Ta +x3 (s+ 1Dxy
1 —3zs (2t+1)zs (s—3)xzs =0
i niech V = lin((-1,2,-1,-2),(-1,1,-1,-1),(-7,10, -7, -10)) C R%.

(a) Dla jakich parametréw s,t € R, R* =V & Wy,.

(b) Znalezé bazg 1 wymiar przestrzeni V N Wy w zaleznosci od s i t. Znalezé wymiar przestrzeni V 4+ Wy, w
zaleznosci od s i t.

(¢) Czy istnieja takie parametry s,t € R, ze VN Wy = V?

(2) Niech p: R* — R* bedzie rzutem na V; wzdtuz Vs, gdzie Vy, Vs sa podprzestrzeniami R* opisanymi nastepujacymi
ukladami réwnan:

Vi €1 —2x9 +2z4, =0 Vo - 201 —3x9 —2x3 +x4 =0
L —x1 +2x9 4x3 —x14 =0~ 2 Ty —2x9 —2x3 4x4 =0
(a) Znalezé wzdr na ¢ oraz jego macierz w bazie standardowe;j.
(b) Podaé przyktady (podajac wzory) przeksztalcer liniowych )y, 19: R* — R* takich, ze dim(imi;) = 1,
dim(imabe) = 2 oraz @ o 11, @ o 1y sa przeksztalceniami zerowymi (tzn. ¢ o1 (v) = (0,0,0,0) = @ o s (v)
dla dowolnego wektora v).

(c) Czy istnieje przeksztalcenie liniowe 1: R* — R* takie, ze dim(imi)) = 3 i p o 1) jest przeksztalceniem
ZErOWyIL.

iec :(2,1,2),(1,1,0),(-2,-2,1)i B: (1,1,1,),(1,1,0), (1,0, eda dwiema bazami przestrzeni R”®. Niec
3) Niech A:(2,1,2),(1,1,0 2,-2,1)iB:(1,1,1,),(1,1,0),(1,0,1) beda dwi b i i R3. Niech
©:R3 — R3 i ¢: R? — R? beda przeksztalceniami liniowymi takimi, ze

1 1 0 1 -1 -1
M@éd=|111 |, Mpi=(-1 0 1],
1 0 1 -2 =2 2

gdzie St jest baza standardowa w R3.
(a) Znalezé wspéhrzedne wektora ¢((2,2,—1)) w bazie B.
(b) Znalezé wzér na ¢ o p.
(c) Czy ker(p) = ker(yop)?

(4) Niech V' i W beda skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad cialem K i niech ¢: V — W bedzie
przeksztalceniem liniowym. Udowodni¢, ze

(a) kery jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
(b) dim(kery) + dim(imyp) = dimV

(5) Dla ¢ = 0,1,2, niech ¢;:V; — V41 bedzie przeksztalceniem liniowym pomiedzy skoriczenie wymiarowymi
przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Udowodnié¢, ze

(a) r(p1) < (P20 ¢1) + dim(kerps).
(b) r(p20¢1) +7(p1090) <7(p1) +7(p2 0 P10 o).

r(p) oznacza rzad przeksztalcenia ¢, tzn. r(p) = dim(imyp).



