GAL potok 1, kolokwium nr 1, 23.11.2007

Kazde zadanie powinno by¢ rozwigzane na oddzielnej kartce. Na kazdej kartce:
e imie i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu,

e numer grupy ¢wiczeniowej do ktdrej osoba zdajaca uczeszczala,

e numer rozwigzywanego zadania oraz litera - nazwa tematu.

Temat A

1. Niech z = 1498 i piech D = {w € C | Re(iw) > 0}.
a) Znalezé liczby rzeczywiste a,b takie, ze 2190 = a + bi.

b) Naszkicowaé zbiér D. Dla jakich liczb naturalnych 1 < k < 24 zachodzi z¥ € D ?

2. W przestrzeni R* rozpatrzmy wektory a1 = (1,3,1,3), 00 = (3,8,2,9), a3 = (1, 5,2, 6),
8=10,3,2,3).

a) Czy uklad a1, s, as jest liniowo niezalezny? Czy wektor 3 jest kombinacja liniows,
wektoréw aq, ag, 3 7

b) Podaé przyklad takiego wektora v € R?, ze uklad oy, ag, 3, v jest baza przestrzeni R2.
Niech y1, 2, y3, ya beda wspoirzednymi wektora ag w otrzymanej bazie. Znalez¢ yy.

3. Niech V = lin((1,1, -2, -5), (1,2, -3, -8),(3,4, —7,—18)) C R* i dla kazdego s € R
niech W, C R* bedzie przestrzenia rozwiazan ukladu réwnan
ZE1+2$2+$3+2$4 =0
{ 4z + 6x9 + 223 + sxq = 0.
a) Opisaé przestrzen V ukladem réwnar liniowych.
b) Dla jakich wartosci s € R zachodzi réwnoéé R* =V o W, ?

4. Niech ay,..., oy bedzie ukladem wektoréw przestrzeni liniowej V.

a) Wykazaé, ze uklad aq,...,a jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy zaden z
wektoréw tego ukladu nie jest kombinacja liniows pozostalych.

b) Wykazad, ze jedli uktad ay, . .., ay jest liniowo niezalezny i 8 € V, to uklad a1, ..., o, 8
jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy § € lin(ayq, ..., ax).

5.

a) Niech W bedzie k wymiarowg, przestrzenia liniowa nad cialem K i niech W7, W, beda,
jej podprzestrzeniami takimi, ze W1 # Ws, dim Wy = dim Wy oraz dim (WiNW,) = k—2.
Wykazaé, ze W = W7 + Wa.

b) Niech V1, V5, V3 bedg m wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V' takimi,
ze dim (Vi NVa) = dim (ViNV3) = dim (VoNV3) = m—1. Wykazaé, ze ViNVy, = ViNV; =
VQﬂVg lub dim (V1+V2+V3):m+1.

c¢) Niech Vi, Vs, ... bedzie ciagiem m wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni liniowej V'
takim, ze dim (V;NV;) = m—1 dla wszystkich i # j. Wykazaé, ze: (istnieje podprzestrzen
W C V taka, ze dim W = m — 1 oraz W C V; dla kazdego i) lub (istnieje podprzestrzen
Z C 'V taka, ze dim Z =m + 1 oraz V; C Z dla kazdego 1).
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Kazde zadanie powinno by¢ rozwigzane na oddzielnej kartce. Na kazdej kartce:
e imie i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu,

e numer grupy ¢wiczeniowej do ktérej osoba zdajaca uczeszczala,

e numer rozwigzywanego zadania oraz litera - nazwa tematu.

Temat B

1. Niech z = 22 i njech D = {w € C | Re(iw) < 0}.
a) Znalezé liczby rzeczywiste a, b takie, ze 2%° = a + bi.

b) Naszkicowaé zbiér D. Dla jakich liczb naturalnych 1 < k < 24 zachodzi z¥ € D 7

2. W przestrzeni R* rozpatrzmy wektory a; = (1,4,2,1),as = (2,9,3,3),a3 = (1,5,0,2),
B=(1,2,5-1).

a) Czy uklad a1, a9, as jest liniowo niezalezny? Czy wektor [ jest kombinacja liniows,
wektoréw aq, as, a3 7

b) Podaé przyklad takiego wektora v € R*, ze uklad oy, ag, 8, v jest baza przestrzeni R2.
Niech y1, 2, ys3, y4 beda wspélrzednymi wektora a3 w otrzymanej bazie. Znalezé y4.

3. Niech V = lin((1,1,-3,-7),(1,2,-5,-12),(2,1,-4,-9)) ¢ R* i dla kazdego s € R
niech W, C R* bedzie przestrzenis rozwiazan ukladu réwnan
T+ x99+ 223+ 424 =0
4x1 + 8uxs + 3x3 + sxy = 0.
a) Opisac przestrzen V ukladem réwnan liniowych.
b) Dla jakich wartoéci s € R zachodzi téwnoé¢ R* =V e W, ?

4. Niech oy, ..., bedzie ukladem wektoréw przestrzeni liniowej V.

a) Wykazaé, ze uklad aq,...,ax jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy zaden z
wektoréw tego ukladu nie jest kombinacja liniowa pozostalych.

b) Wykazaé, ze jesli uktad aq, ..., ax jest liniowo niezalezny i 3 € V, to uklad aq, ..., ok, 8
jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy f € lin(ay, ..., ax).

5.

a) Niech W bedzie k wymiarows przestrzenia liniowa nad cialem K i niech Wy, Wy beda,
jej podprzestrzeniami takimi, ze Wy # Wy, dim Wy = dim W5 oraz dim (W1NW,) = k—2.
Wykazaé, ze W = Wy + Ws.

b) Niech Vi, V5, V3 beda m wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V' takimi,
ze dim (V1NV,) = dim (ViNV3) = dim (VoNV3) = m—1. Wykazaé, ze ViNV, = ViNV; =
VzﬂV3 lub dim (V1 +V2+V3) =m+ 1.

c¢) Niech Vi, Vs, ... bedzie ciaggiem m wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni liniowej V'
takim, ze dim (V;NV;) = m— 1 dla wszystkich ¢ # j. Wykaza¢, ze: (istnieje podprzestrzen
W C V taka, ze dim W = m — 1 oraz W C V; dla kazdego ¢) lub (istnieje podprzestrzen
Z C V taka, ze dim Z =m + 1 oraz V; C Z dla kazdego 1).



