Rozwigzania zadan z kolokwium prébnego z GAL II,
23 kwietnia 2020 r.

Zadanie 1. Czy istnieje endomorfizm rzeczywistej przestrzeni lintowej posiadajgcy wektory wlasne o, 3,y
o wartosciach wlasnych 2,5, —7, odpowiednio, spetniajgce: o+ 3+ v =0%

RozwiazANIE. NIE. Podany warunek implikuje, ze wektory «, 3, v tworzg uklad liniowo zalezny, co jest
niemozliwe (wykltad).

Dow6d bezposredni. Zalézmy przeciwnie, ze V' jest przestrzenia nad R oraz ¢ € End(V) jest taki, ze
o(a) = 2a, ¢(B) = 50, ¢(v) = —Tv, dla pewnych niezerowych «, 3,7 € V spelniajacych « + 8+ v = 0.
A zatem 0 = ¢(0) = ¢(a+ B +7) = 2a+ 58 — Ty. Stad 2a = =23 — 2y = =58 + 7, czyli § = 3. To nie
jest mozliwe, bo wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym sa liniowo niezalezne. W

Zadanie 2. Niech A oraz B bedqg macierzami rozmiaru nxn. Wiadomo, Ze wektory aq, . .., a, $¢ liniowo
niezaleznymi wektorami wlasnymi zaréwno A, jok i B, i odpowiadajg one kolejno warto$ciom wiasnym
Aoy An. Czy wynika stqd, Ze A= B?

RozZwIAZANIE. TAK. Niech ¢, : K™ — K" beda endomorfizmami liniowymi takimi, ze A = M ()5t oraz
B = M(¢)5. Niech (x14,...,2n;) bedzie wektorem wspélrzednych a; w bazie standardowej K™. Uklad
aq, ..., 0y tworzg liniowo niezalezne wektory wilasne A oraz B, a zatem uklad X = (14, ...,2Z0i)0 1,
stanowi baze K™ zlozona z wektoréw wlasnych A i B. W tej bazie endomorfizmy ¢ oraz ¥ maja macierz
diagonalna D o wyrazach na diagonali A1, .. ., A,. Skoro jednak D = M(¢)% = M (¢)%, to takze M (¢)st =
M ()3, czyli A = B. |
Zadanie 3. Niech ¢ bedzie endomorfizmem 7-wymiarowej przestrzeni liniowej V nad R. Przypu$émy,
ze 3 jest wartoscig wlasng endomorfizmu ¢, przy czym dimV(sy = 6 oraz przypusémy, Ze ¢ nie jest
monomorfizmem. Czy wynika stqd, Ze endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny?

RozwiAzANIE. TAK. Endomorfizm ¢ przestrzeni V jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy wy-
miar V réwny jest sumie wymiaréw podprzestrzeni wlasnych odpowiadajacych warto$ciom wilasnym ¢.
Mamy natomiast dimV(gy = 6 oraz wiemy, ze ker(¢) # 0, a wiec dimV(gy > 1. Z uwagi na to, ze
Vis) N V(o) = {0} mamy

7=dimV > dim(V(3) + V(o)) = dim V{3) + dim V(o) > 6 +1=T7.

A zatem dim(V') = dim V(3y + dim V), co oznacza, ze ¢ jest diagonalizowalny. [ ]

Zadanie 4. Pewna macierz A € Myy7(C) spelnia réwnanie (A—1)3 = 0. Wiadomo tez, ze r(A—1)% = 2.
Wykazaé, ze jedyng wartoscig wlasng macierzy A jest 1. Opisaé postaé Jordana macierzy A.

RozwIAZANIE. Niech Av = Av, dla pewnego niezerowego wektora v oraz A € C. Mamy zatem (A —I)v =
(A=1)v, czyli (A—1)3v = (A—=1)3v. Ale (A—1)3v = Ov = 0, a zatem skoro v # 0 mamy (A—1)3 = 0, czyli
A = 1. A zatem A mozna sprowadzi¢ do postaci Jordana, w ktdrej wszystkie klatki odpowiadaja war-
tosci wlasnej 1. Wyznaczamy teraz state qp = r(A—1)*~t—r(A—1)* opisujace liczby klatek rozmiaru > k.

Skoro (A —1)2 =0, tor(A—1)3=0. A zatem g3 =2 — 0 = 2. Oczywiscie g4 = r(A—I1)3 —r(A—-1)* =
0 — 0 = 0. Zatem w postaci Jordana J macierzy A sa dwie klatki rozmiaru nie mniejszego niz 3 i zero
klatek rozmiaru nie mniejszego niz 4. A zatem J ma dwie klatki rozmiaru 3 x 3, i zadnej wigkszej. Skoro
A (a wigc 1 J) jest rozmiaréw 7 X 7, to suma rozmiaréw klatek Jordana macierzy J to 7. Postaé¢ Jordana
macierzy A ma zatem jedna klatke 1 x 1 oraz dwie klatki 3 x 3, odpowiadajace wartosci wlasnej 1. W

Zadanie 5. Wyznaczyé baze Jordana dla endomorfizmu ¢ : R — R3 danego wzorem ¢((x1,22,73)) =
(2, —x1 — T2 + T3, 71 — 223) 0 wielomianie charakterystycznym wy(N) = —(1 + N)3.

ROZWIAZANIE. Skoro wielomian charakterystyczny endomorfizmu ¢ rozklada sie na czynniki liniowe, to
istnieje baza J, w ktorej macierz ¢ ma posta¢ Jordana J. Wyznaczmy najpierw posta¢ J, okreslajac
liczbe i rozmiary klatek Jordana tej macierzy . Wszystkie klatki odpowiadaja wartosci wtasnej —1. Niech
A= M($)%t. Do wyznaczenia liczby i rozmiaréw tych klatek badamy rzedy poteg macierzy A + I, czyli:

1 1 0 0 1 1

A+I=1|-1 0 1|, (A+D*=1]0 -1 -1
1 0 -1 0 1 1



W szczegdlnosci (A + I) = 2 oraz r(A + I)? = 1, czyli ¢ = 1. A zatem J ma jedng klatke Jordana
rozmiaru 3 x 3 odpowiadajaca wartodci wasnej —1. Niech J = (a1, az, a3) bedzie szukana baza R3, czyli

-1 1 0
M@%=]10 -1 1
0 0 -1
Mamy wiec ¢(a1) = —aq, ¢(az) = a1 —ag, d(as) = as — as. Innymi stowy a; jest wektorem o wspolrzed-

nych speliajacych uklad rownan o macierzy A + I, a ay jest wektorem o wspolrzednych spelniajacych
uktad réwnan o macierzy (A+I)2. Mozemy wiec przyjaé aq = (1,—1,1), ap = (1,0,0) oraz az = (0,1,0).
|

Zadanie 6. Niech A € M,,»,(C). Pokazaé, ze jesli A3 = A, to r(A) = tr A%

RozwiazaNIE. Niech J bedzie macierza w postaci Jordana podobna do A. Wiemy, ze r(A) = r(J) oraz
tr A2 = tr J2. Macierz J jest gérnotréjkatna i na jej przekatnej stoja wartoéci wlasne macierzy A. Podob-
nie macierz J? jest gérnotréjkatna i na jej przekatnej stoja kwadraty wartoéci wlasnych macierzy A, czyli
wartosci wlasne macierzy A2. Twierdzimy, 7e wartosci wlasne macierzy A wynosi¢ moga jedynie —1,0, 1.
Istotnie, je$li Av = Av, dla pewnego wektora niezerowego v, to A3v = A3v. A zatem réwnosé A3 = A
pociaga za soba réwnoéé A3v = Awv, czyli (A3 — \)v = 0. Skoro v # 0, to A3 — X = 0, a wiec A € {—1,0,1}.
A zatem elementy na przekatnej macierzy J to jedynie —1,0 lub 1. Stad elementy na przekatnej J? moga
wynosi¢ jedynie 0, 1. Reszta tezy wynika z faktu, ze A jest diagonalizowalna. Jak to pokazaé?

Skoro A% = A, to tez J® = J (tez bylo na wykladzie). Potegowanie macierzy Jordana polega za$ na
potegowaniu poszczegdlnych jej klatek. To oznacza, ze wszystkie klatki w J sa rozmiaréw 1 x 1, bo tylko
wtedy trzecia potega klatki moze by¢ réwna niej samej (nad C). Zatem liczba niezerowych elementéw na
przekatnej macierzy J2 jest jednoczesnie rzedem tej macierzy. Skoro te niezerowe elementy musza wynosié
1, to liczba ta jest tez réwniez sladem J2. A zatem 7(J?2) = tr(J?), czyli r(A?) = tr(A2%). Skoro J i J? sa
diagonalne, to jest jasne, ze r(A) = r(J) = r(J?). Czyli r(A4) = tr(A?). |

Zadanie 7. ZnaleZé obraz wektora (1,—2,0,1) przy symetrii prostopadtej wzgledem lin(1,2,2, —1)+
w przestrzeni R* ze standardowym iloczynem skalarnym.

ROZWIAZANIE. Niech (1,-2,0,1) = a + 3, gdzie « € 1lin(1,2,2 — 1) oraz 3 € lin(1,2,2, —1)*. Wéwezas
—a+ 6= (1,-2,0,1) — 2« jest szukanym obrazem. Wektor « to rzut (1,—2,0,1) na lin(1,2,2 — 1), czyli

28;323833:3;(17 2,2,-1), czyli —%(17 2,2,—1). A zatem szukany obraz to

4 9 281
1,-2,0,1 -(,2,2,-)={=-,—=, =, = | -
200+ 30.22-1=(5.-3.5.3)

Zadanie 8. Dla jakich s,t € R istnieje izometria ¢ przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym

taka, ze ¢(0,4,s) = (4,t,0) oraz ¢(1,—4,1) = (4,1,1)?

RoOzZwiAZANIE. Skoro ¢ jest izometrig to musi zachowywac standardowy iloczyn skalarny i norme wy-
znaczona przez ten iloczyn. A zatem |[(0,4,s)]| = ||(4,¢,0)| oraz [|(1,—4,1)| = ||(4,1,1)]], a takze
((0,4,s),(1,—4,1)) = ((4,t,0), (4,1,1)). Pierwszy warunek oznacza, ze s> = t2, drugi za$, ze —16 + s =
16 +t. A zatem s # t i dostajemy s = —t = 16. Oczywicie istnieje izometria (R3,(, )s;) spelniajaca
powyzsze warunki. Aby wypisaé jej wzor wystarczy na przyklad zazadaé, by wektor (0,4,16) x (1, —4,1)
przechodzil przy ¢ na (4,—16,0) x (4,1,1). [ ]

Zadanie 9. Niech A € My« (R) bedzie macierzq o kolumnach ki, ... k, i niech B € M,x,(R) bedzie
macierzq o kolumnach ty, ..., t,. Zaldzmy, Ze det(A) = =3 idet(B) = =7. Czy bazy k1,...,ky it1,... ty
sq zgodnie zorientowane?

RozWIAZANIE. TAK. Niech A = (k1,. .., ky) oraz B = (t1,...,t,). Zatem A = M (id)%f oraz B = M (id)3.
Zatem M (id)5 = B71A. A zatem det(M (id)5) = det(B~!)det(A) = 3/7 > 0. A zatem bazy A oraz B
sg zgodnie zorientowane. [ ]



Zadanie 10. Poda¢ przyktad iloczynu skalarnego na przestrzeni R?, przy ktérym 2-wymiarowa miara
réwnoglegloboku rozpietego przez wektory (—1,1) oraz (1,1) réwna jest 3.

ROZWIAZANIE. Niech ((z1,%2), (y1,¥2)) = Sz1y1 + Sx2y2. Jest to iloczyn skalarny rézniacy sie od stan-
dardowego tym, ze skalujemy wynik o 3/2. Przy standardowym iloczynie skalarnym wektory (—1,1) oraz
(1,1) sa ortogonalne i ich normy wynosza v/2. Przy okreslonym wyzej iloczynie skalarnym wektory te sg
nadal prostopadle i ich norma to v/3. Dla wektoréw prostopadlych pole réwnolegtoboku wyliczamy ze
wzoru ,podstawa razy wysoko$¢” podanego na wykladzie.

Takich iloczynéw skalarnych jest oczywiscie znacznie wiecej. Wystarczy aby macierz Grama uktadu
((-1,1),(1,1)) przy szukanym iloczynie skalarnym miala wyznacznik 9. ]

Zadanie 11. Niech (V,(,)) bedzie liniowq przestrzenig euklidesowq. Czy jest mozliwe, by dla pewnego
ukladu A wektordw w przestrzeni V. warto$é wlasna macierzy Grama G(A) ukladu A byla ujemna?

RozwiazANIE. NIE. Korzystamy z twierdzenia o diagonalizowalnosci endomorfizméw samosprzezonych.
Macierz G(A) jest symetryczna macierza rzeczywista, a wiec jest macierza pewnego endomorfizmu samo-
sprezonego. T'wierdzenie z wykladu méwi, ze istnieje macierz ortogonalna C' taka, ze macierz CT G(A)C =
C71G(A)C = D jest diagonalna. Na jej diagonali stoja rzeczywiste wartosci wlasne macierzy G(A)
(na mocy podobienstwa z D). Z drugiej strony D jest réwniez macierza Grama pewnego uktadu wek-
toréw w V. Istotnie, wiemy, ze G(A) = GTG, dla macierzy G zawierajacej wspétrzedne wektorow z A
w pewnej bazie ortonormalnej X przestrzeni V. Zatem CTG(A)C = CTGTGC = (GC)T(GC). Niech B
bedzie ukladem wektoréw majacych w bazie X wspotrzedne stanowigce kolejne kolumny macierzy GC.
Woéwcezas D = G(B). A zatem D zawiera na diagonali wartosci ( §;, 3; ), gdzie 5; to elementy ukladu 5.
To musza by¢ liczby nieujemne. A zatem G(A) nie ma ujemnych wartosci wlasnych. |

Zadanie 12. Niech «, 8 bedg liniowo niezaleznymi wektoramsi w przestrzeni euklidesowej (V, {,)) takimi,
ze ||a|| = ||18|| = 1. Pokazad, ze dla kazdego t € (0,1) zachodzi nieréwnodé

|(1—-t)a+t8] < 1.

RozwiAZANIE. Dowdd 1. Korzystamy z nieréwnosci trojkata, ktora jest ostra dla wektoréw liniowo nie-
zaleznych: ||(1 —t)a+t8| < ||(1 —¢t)a|| 4+ ||t8]] = 1 —t+t = 1. Ostatni krok jest OK, bo1—¢t>01it > 0.

Dowdd 2. Skorzystamy z wniosku z nieréwnosci Schwarza: (v, w) < ||v||||w]|, dla wektoréw liniowo nie-
zaleznych u,v € V. Rozpisujemy |[(1 —t)a + 16| = ((1 — t)a+t3, (1 — t)a +t3) i dalej:

(A=ta+t8,(1-tha+t8)=(1-t)(a,a) +t*(5,6) + (1 - t)t{a,B) +t(1 —t){f,a) =
= (L=t + (18] +2(1 = t)t (. §)
<@ =t)?[laf® + [BI1° +2(1 = t)tl|all] 8
=(1-t)?+2+2t(1—-t)=(1—t+1)*=1



