Rozwigzania zadan z kolokwium z GALu II, 30 kwietnia 2020 r.

Zadanie 1. ZnajdZ wszystkie takie s,t € Zs, Ze macierz

0 0
A= 2 0f € ngg(Z5)
t 1

—_ =

jest diagonalizowalna nad ciatem piecioelementowym Zs.

ROZWIAZANIE. Niech ¢ : Z2 — Z2 bedzie endomorfizmem takim, ze M(¢)5t = A. Teza jest rbwnowazna
wskazaniu takich s, t € Zs, dla ktérych endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny, czyli istnieje baza Z3 ztozona
z wektoréw wlasnych ¢. Wielomian charakterystyczny ¢ rowny jest wielomianowi charakterystycznemu
macierzy dolnotréjkatnej A, czyli wy(A) = wa(A) = (1 — A)3(2 — \) € Zs[A\]. A zatem ¢ ma wartosci
wiasne 1,2. Maja one odpowiednio krotnodci algebraiczne 2 oraz 1. A zatem V(y) jest wymiaru 1. Aby
¢ bylo diagonalizowalne potrzeba zatem i wystarcza, by V(1) byla wymiaru 2. Mamy:

0 0 0

A-T=1]s 1 0

1 ¢t 0
Uktad réwnan dany powyzsza macierza ma przestrzen rozwigzan V(;y wymiaru 2 wtedy i tylko wtedy,
gdy 7(A—1I) = 1. Jest tak wtedy i tylko wtedy, gdy st = 1. A zatem szukane pary (s,t) € Z2, dla ktérych

macierz A jest diagonalizowalna to:
(1,1),(2,3),(3,2), (4,4).

2020
Zadanie 2. Wyznacz macierz {3 _J .

RoOzZwWIAZANIE. Niech A = [g _31] € Myx2(R). Wielomian charakterystyczny macierzy A réwny jest

’7/\ 3

3 —1_A‘:(7_/\)(_1_/\)—92/\2—6>\—16=(A+2)(>\—8).

A zatem macierz A jest podobna do macierzy diagonalnej majacej na przekatnej —2 oraz 8:

_ p-1. -2 0 '
aer [2 0

przy czym macierz P~! zawiera w kolumnach wektory wtasne o wartoéciach wlasnych —2,8. Co wiecej:

2020
_ -2 0 _ 22020 0
AQOQO — (P 1, |: 0 8:| . P) — P 1, |: 0 82020 . P.

Mamy:

9 3 -1 3
S R A

Nietrudno zatem widzie¢, ze wektorem wlasnym A o wartosci wlasnej —2 jest na przyklad (1,—3), zas
wektorem o wartoséci wlasnej 8 jest (3,1). Zatem:



Zadanie 3. Macierz A € My, (C) spelnia réwnanie A*> = I. Pokaz jest to macierz diagonalizowalna.
Jakie wartosci wlasne moze mieé ta macierz?

RozwiazANIE. Kazda kwadratowa macierz zespolona mozna sprowadzi¢ do postaci Jordana. Niech J
bedzie macierzg w postaci Jordana podobna do A. Wéwczas istnieje macierz odwracalna P taka, ze
P~ 'AP = J. A zatem J? = P1A2P = P~'P = I. Oznacza to, ze kazda z klatek Jordana macierzy J
po podniesieniu do kwadratu jest macierza identycznosci. Zalozmy, ze w J istnieje klatka rozmiaru co
najmniej 2 X 2 odpowiadajaca wartosci wtasnej a. Wowczas:

2

a 1 0 0 100 0
0 a 1 0 010 0
0 0 a 0Of - 10 0 1 0
0 0 O a 000 ... 1

A zatem dostajemy warunki: a2 = 1 oraz 2a = 0, co oznacza, ze powyzsze réwnanie macierzowe jest
sprzeczne. Wszystkie klatki Jordana J sg zatem rozmiaru 1 x 1, a zatem A jest diagonalizowalna. Oczy-
wiscie jedli a € C jest wartoécia wlasna A, to a? jest wartoécia wlasng I, a zatem a? = 1. Réwnanie to ma
w liczbach zespolonych jedynie pierwiastki —1 oraz 1. To jedyne mozliwe wartosci wlasne macierzy A. B

Zadanie 4. Ktore z ponizszych czterech macierzy sq podobne nad C?

(el e s N en)
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RozwiazaNIE. Wiemy, Ze macierze podobne musza mieé¢ taki sam rzad. Oczywiscie r(A) = r(C) =
r(D) = 2, za$ r(B) = 1. A zatem szukana para macierzy podobnych moze by¢ jedynie wéréd tréjki
A, C, D. Policzmy ich wielomiany charakterystyczne. Mamy w4 () = wo(\) = A%, za$ wp = A2(\2 — 1).
Pozostaje zatem sprawdzi¢ czy macierze A oraz C sa podobne. Poréwnamy ich postaci Jordana. Kwadraty
macierzy A i C sa zerowe, a zatem r(A%) — r(A!) = 2, r(A) — r(42) = 2, r(A?) — r(A43) = 0, podobnie
r(C%) —r(Ct) =2, r(CY) —r(C?) =2, r(C?)—r(C?) = 0. Postaci Jordana zaréwno A jak i C maja zatem
po 2 klatki rozmiaréw 2 x 2 odpowiadajace wartoéci wlasnej 0. Z tw. Jordana A i C sg zatem podobne.
|

Zadanie 5. Wyznacz baze J przestrzeni R, w ktorej macierz M(gf))g endomorfizmu ¢ : R3 — R? danego
wzorem ¢(x1,x2,x3) = (=31 — 222,221 + X2, 321 + 32 — x3) Mma postaé Jordana.

ROZWIAZANIE. Niech A = M(¢)5t. (Obliczamy wielomian charakterystyczny endomorfizmu ¢:

-3-A =2 0
wy(N) =det(A—X-I)=| 2 1-A 0 |=—(1+NA+3)A—1)+4)=—-(\+1)>
3 3 —1-2X

A zatem wgy rozklada si¢ na czynniki liniowe i na mocy tw. Jordana istnieje baza J taka, ze M(gzb)g jest
w postaci Jordana. Mamy

-2 -2 0
A+T=|2 2 0
3 3 0

a zatem r(A + I) = 1, czyli sa dwie klatki rozmiaru przynajmniej 1 x 1 odpowiadajace wartosci wlasnej
—1. Musza to by¢ zatem klatki rozmiaru 1 x 1 oraz 2 x 2. Zatem postaé¢ Jordana J macierzy A to:

Szukamy wektoréw (1, 32,03 takich, ze ¢(81) = —f1, ¢(B2) = —fB2 oraz ¢(f83) = B2 — (3. Zatem
B1, B2 € ker(¢ +id) oraz (3 € ker(¢ +id)? \ ker(¢ + id). Zaproponujmy najpierw najpierw 3s.



Przestrzen V(_y) rozpigta jest przez (—1,1,0),(0,0,1). A zatem ker(¢ + id) = lin((—1,1,0),(0,0,1)).
Oczywiscie ker(¢ +id)? = R3, bo (A 4 I)* = 0. Wezmy dowolny wektor (3, kt6ry nie jest z V(_1, np.
(0,1,0). Wyznaczamy (2 z warunku:

-2 -2 0 0 -2
2 2 0 1l =12
3 3 0 0 3

Kladziemy (2 = (—2,2,3) i szukamy wektora (;, ktéry dopetnia 35 do bazy V(_y). Jest to na przyklad
81 = (0,0,1). WyznaczyliSmy baze J = (01, B2, 03), w ktérej endomorfizm ¢ ma macierz Jordana J. W

Zadanie 6. Niech ¢ bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej R3. Czy wynika stqd, Ze istniejg niezerowe
podprzestrzenie ¢-niezmiennicze V, W takie, e R3 =V @ W ?

RozwiazANIE. NIE. Rozwazmy endomorfizm ¢ zadany w bazie standardowej macierza w postaci Jordana
010
0 0 1
0 00

Niech V' bedzie podprzestrzenia ¢-niezmiennicza i niech (z1,xo,z3) € V. Woéwczas ¢(x1,x2,23) =
(z2,23,0) € V, a wiec takze ¢(z2,25,0) = (23,0,0) € V. A zatem wszystkie podprzestrzenie
¢-niezmiennicze zawierajace wektory o pierwszej lub drugiej wspélrzednej niezerowej zawieraja wektor
(1,0,0). Ale poza nimi jest tylko jedna niezerowa podprzestrzen ¢-niezmiennicza lin((1,0,0)). A zatem
kazda niezerowa podprzestrzen ¢-niezmiennicza zawiera (1,0,0). A zatem nie istnieja niezerowe podprze-
strzenie ¢-niezmiennicze takie, ze V, W takie, ze R3 = V @ W. W zasadzie pokazaliémy, ze ¢ ma w ogdle
dwie niezerowe podprzestrzenie ¢-niezmiennicze. Jakie?

Istnieje tez bardziej wyrafinowany powéd. Ot6z wielomianu charakterystycznego ¢ réwnego —\> nie da
sie rozlozy¢ na dwa ,wzglednie pierwsze” wielomiany stopnia réwnego co najmniej 1. A wladnie istnienie
takiego rozkladu gwarantuje istnienie wspomnianych podprzestrzeni ¢-niezmienniczych. |

Zadanie 7. Niech (V,(,)) bedzie przestrzeniq euklidesowq oraz niech A bedzie takim liniowo niezaleznym
ukladem wektoréw w przestrzeni V', ze macierz Grama G(A) ma jedynie wyrazy réwne 0 lub 1. Pokazad,
zZe G(A) jest wowczas macierzq identycznosciowq.

RozwIAZANIE. Niech A = (aq,...,0) oraz G(A) = [a;;], gdzie a;; = (a5, a;). OczywiScie mamy
a; = 1,dlai=1,...,k, bo macierz iloczynu skalarnego nie moze mie¢ na przekatnej zerowych elementéw.
Zalozmy wbrew tezie, ze a,s # 0, dla pewnych r # s. A zatem a,s = a5 = 1. Oznacza to, ze macierz
Grama ukladu A" = (o, a) ma postaé G(A’) = [1 1], czyli jest macierza nieodwracalng. To oznacza, ze
uklad A’ jest liniowo zalezny. To przeczy wyborowi ukladu A. A zatem a;; = 0, dla i # j. |

Zadanie 8. Rozpatrzmy funkcje f : R3 x R® — R dang wzorem

f((@1, 2, 23), (Y1,Y2,¥3)) = (4 — r)z1y1 + T1y2 + 1Y3 + T2y1 + Tay2 + T2ys + T3y1 + T3y + rasys.

Dla jakich r € R funkcja f jest iloczynem skalarnym na przestrzeni R3? Dia jakich r € R funkcja f|w
jest iloczynem skalarnym na przestrzeni W = lin((1,1,-1),(0,1,1))?

R0OzZWIAZANIE. Podana funkcja jest dwuliniowa i symetryczna, a zatem mozemy zastosowaé kryterium
Sylvestera. Bierzemy baze standardowa (e1, €2, €3) przestrzeni R? i piszemy macierz o wyrazach f(e;, €;)
postaci:
4—r 1 1
1 11
1 1 r

Aby macierz ta byla macierzg Grama potrzeba i wystarcza, aby:

4—r 1 1
’>O, oraz 1 1 1/>0.
1 1 r

4—r 1

4—r>0, ‘ 1 1



A zatem dostajemy uklad warunkéw:
4>r, 3>r, —r’+dr—-3=—(r—1)(r—3)>0.
Stad f jest iloczynem skalarnym na R? wtedy i tylko wtedy, gdy = € (1, 3).

Dla sprawdzenia punktu drugiego bierzemy «; = (1,1,—1) oraz as = (0,1,1). Wyznaczamy macierz o
wyrazach f(a;, ;). Ma ona postaé:
3 3—r
[3 —-r 3+ T] ’

A zatem jest ona macierza Grama wtedy i tylko wtedy, gdy 3(3+7) — (3 —7)? > 0, co daje —12 +9r > 0,
czyli (9 —r) > 0. A zatem w tym przypadku r € (0,9). [ ]

Zadanie 9. Macierz A pewnej izometrii przestrzeni euklidesowej R? ze standardowym iloczynem skalar-
nym ma Slad rowny —2. Wykaz, Ze izometria ta jest zloZeniem obrotu i pewnej symetrii prostopadle;.

ROZWIAZANIE. Izometria przestrzeni R?, jak kazdy endomorfizm rzeczywistej przestrzeni nieparzystego
wymiaru, ma warto$¢ wlasna (bo wielomian charakterystyczny tej izometrii jest nieparzystego stopnia).
Musi ona wynosi¢ 1 lub —1. Niech «a bedzie wektorem wlasnym tej izometrii o normie 1. Dopelniamy o
do bazy ortonormalnej (a, 3,7) przestrzeni R3. Zauwazmy, ze lin(3,v) jest niezmiennicza wzgledem tej
izometrii. Inaczej jaki$ niezerowy wektor z tej przestrzeni przechodzitby na niezerowy wektor, ktéry nie
jest prostopadly do «, co jest niemozliwe. Zatem w tej bazie macierz naszej izometrii ma postac:

+1 0 0
B=]10 a b
0 ¢ d

Co wiecej B jest macierza w bazie ortonormalnej, a zatem jest to macierz ortogonalna. Jest to tez macierz

podobna do A, a wiec tr(A) = tr(B) = —2. W szczegdlnosci widaé tez, ze B’ = [Z b] jest ortogonalna.

d
A zatem jest to, jak wiemy z wykladu, macierz symetrii lub obrotu. Rozwazamy te dwa przypadki.

e Jesli B’ jest macierzg symetrii, to jest ona diagonalizowalna w pewnej bazie, a wigc cala macierz
B jest diagonalizowalna i ma wartosci wlasne 1 lub —1. To jest jednak niemozliwe, bo suma tych
liczb nigdy nie daje —2.

e Jesli B’ jest macierzg obrotu, to a = d = cosf, dla pewnego 6. A zatem $lad macierzy B to
2cosf + 1= —2. A zatem warto$¢ wlasna, ktérej znaku nie znaliSmy to —1 i mamy cosf = —1/2.
A zatem B jest postaci:

-1 0 0 1 0 0 -1 0 0
B=1]0 cos%7r fsin%’r =10 cos%7r fsin%’r 0O 1 0f,
0 sin %’r cos %’T 0 sin %’r cos %’T 0 0 1

a wiec nasza izometria to zlozenie symetrii prostopadtej wzgledem lin(3, v) oraz obrotu o kat +27/3
w przestrzeni lin(3, v) wokét lin(a).

Zadanie 10. Znajd? rzeczywistq macierz ortogonalng P takq, Ze macierz PT AP jest diagonalna, gdzie

0 3 0
A=13 0 4
0 4 0

ROZWIAZANIE. Rozwazmy przestrzen euklidesowa R3 ze standardowym iloczynem skalarnym i niech
¢ : R — R3 bedzie przeksztalceniem samosprzezonym zadanym w bazie standardowej macierza A.
Wyznaczymy baze ortonormalng R? ztozong z wektoréw wlasnych ¢. Te wlasnie wektory stanowié beda
kolumny macierzy P, ktéra w ten sposéb (jako macierz w bazach ortonormalnych) bedzie ortogonalna, a
wiec PT = P71, Wielomian charakterystyczny endomorfizmu ¢ to:

-A 3 0
det(A—A) =13 X 4|=-XN+250=-AXA-5)(A+5).
0 4 -



Nietrudno widzie¢, ze V(o) = lin((4, 0, —3)), V(5y = lin((3, 5,4)) oraz V_5) = lin((3, —5,4)). Wektory rozpi-
najace te podprzestrzenie sa oczywiscie prostopadle w standardowym iloczynie skalarnym. Normalizujac
te wektory dostajemy szukane kolumny macierzy P, ztozone z wektoréw:

(4,0,-3) :<4 0 _3) (3,5,4) :( 31 4 ) (3,-5,4) :( 3 1 4)
1(4,0,=3)[  \5"7 5)7 35,4 \5v2"v2'5v2/)" 3, =5,4) \5v2° v2'5v2/)
|

Zadanie 11. Niech (R?,(,)) bedzie przestrzeniq euklidesowq. Wykaz, ze miara 2-wymiarowa réwnoleglo-
boku rozpietego przez wektory (1,0) oraz (0,1) réwna jest mierze 2-wymiarowej réwnolegloboku rozpietego
przez wektory (1,0) oraz (1,1).

ROZWIAZANIE. Zgodnie z twierdzeniem z wykladu miara 2-wymiarowa réwnolegloécianu rozpietego przez
wektory «, 3 réwna jest ||a|| - ||#]|, gdzie 3 jest rzutem 3 na lin(a)*, a zatem

(B.0),

(a, @)

B =5-

Niech R; bedzie réwnolegloscianem rozpietym przez wektory (1,0), (0,1), za$ niech Ry bedzie réwnole-
glodcianem rozpietym przez wektory (1,0), (1,1). Wowczas:

0,1),(1,0
() = L0 10.1) = {15 (g L0l
1,1),(1,0
pa(Ra) = (L0 101 1) = {10
A zatem wystarczy sprawdzié, ze ||(0,1) — %(1,0)” = [|(1,1) — %(1,0)\\. Réwnosé ta

)

jest jednak réwnowazna réwnosci:

1{(1,0), (1,0))(0,1) = ((0,1), (1,0))(1, 0)[| = [I((1,0), (1,0))(1, 1) = {(1,1), (1,0) )(1, 0[],
Korzystajac z dwuliniowosci widzimy, ze ((1,0), (1,0))(1,1) — ((1,1),(1,0) )(1,0) réwne jest

1
((1,0),(1,0))(1,0) + ((1,0),(1,0))(0,1) = {(1,0), (1,0) )(1,0) = ((0,1),(1,0) )(1,0)
co po uproszezeniu daje ((1,0),(1,0))(0,1) — ((0,1),(1,0))(1,0).

1
1
|

Zadanie 12. Niech ukiad (vy,...,v,) bedzie bazq zorientowanej przestrzeni euklidesowej (V,(,)). Ile jest
zachowugjgceych orientacje izometrii ¢ : V. — V takich, ze ¢(lin(vy,...,v;)) = lin(vy, ..., v;) dla wszystkich
i=1,...,n?%

ROzZWIAZANIE. Niech (vi,...,v,) bedzie baza ornonormalna (V,(,)) uzyskana poprzez ortogonalizacje
Grama-Schmidta. Wéwczas lin(vq, . .., v;) = lin(vy, ..., v}), dlakazdegoi = 1,...,n. A zatem ¢(lin(vy, ..., v;)) =
lin(vy, ..., v;) jest réwnowazny z warunkiem ¢(lin(vy, ..., v})) = lin(v, ..., v}) i moZemy od poczatku zalo-

Y »
zyé, ze baza (v],...,v)) jest ortogonalna.

Policzymy najpierw wszystkie izometrie takie, ze ¢(lin(vy, ..., v;)) = lin(vy, ..., v;), dlakazdegoi = 1,2,...,n
przy czym (vy,...,v,) jest baza ortonormalng. Wykazemy przez indukcje po n, ze izometrii tych jest 2.
Dla n = 1 mamy ¢(vi) = vy lub ¢(v1) = —vy1, bo ¢ zachowuje norme wektora. Przechodzimy do kroku
indukcyjnego. Wezmy dowolna izometrie (V) (,)) spelniajaca warunki ¢(lin(vq,...,v;)) = lin(vy, ..., v;),
dla kazdego i = 1,2,...,n, i obetnijmy ja do podprzestrzeni W = lin(vs, ..., vp—1). Zgodnie z zalozeniem
o(lin(vy, ..., vp—1)) = lin(vy, ..., v, —1) Obciecie @|w jest ,na”. Jego jadro jest niezerowe, bo jadro ¢ jest nie-
zerowe. Oczywiscie ¢l zachowuje dlugosé, wiec to izometria. Co wiecej, @|lw (v1,...,v;) = (v1,...,0;),
dlai = 1,...,n — 1. A zatem z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze ¢|yr mozna wybraé na 2"~! spo-
sobéw. Zauwazmy teraz, ze ¢(v,) ¢ W, bo v, € W+, skoro baza (vi,...,v,) jest ortonormalna.
A zatem ¢(vy,) = v, lub ¢(v,) = —v,. A zatem mamy 2" izometrii (V,(,)) spelniajacych warunek
o(lin(vy, ..., v;)) = lin(vy, ..., v;), dla i = 1,...,n. Krok indukeyjny jest zakoniczony.

Kazda izometria przestrzeni zorientowanej (V, (,)) zachowuje orientacje lub jej nie zachowuje. Co wigcej,
kazdej izometrii ¢; spelniajacej warunek ¢4 (lin(vy, ...,v;)) = lin(vy, ..., v;), dla i = 1,...,n zachowujacej
orientacje (V,(,)) odpowiada dokladnie jedna izometria ¢o, ktéra spelnia warunek ¢o(lin(vy,...,v;)) =
hn(vl,.. v;), dla ¢ = 1,...,n i nie zachowuje orientacji. Wystarczy zadaé, by ¢1(v;) = ¢2(v;), dla
i = 1,....,n — 1 oraz ¢2(v,) = —¢1(v,). A zatem liczba izometrii (V,(,)) spelniajacych warunek
gi)(hn(vl, ...,vi)) =lin(vy, ..., v;), dlai =1,...,n wynosi 271, |



