Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

TEST Kolokwium 2 GAL II, 22 maja 2025

1. (5 pkt) Niech aj,...,a,, bedzie ortonormalnym ukladem wektoréw w przestrzeni euklidesowej (V,({ , }).
Udowodnij, ze o = (o, 01)a1 + ... + {a, )y, dla dowolnego a € lin(ay, ..., ay). Wektor v € V' spelnia
[[v]|? > (a1, v)? + (a2, v)2 + ... + (@, v)%. Czy mozliwe aby v € lin(ay, ..., a)?

Rozwigzanie:

Niech @ = a10q + ... + amay, wowcezas (o, ;) = (a1a1 + oo + G, ;) = a{oy, ;) = a;. Zatem o =
(a,a1)ay + ... + {a, Q). Jeli v € lin(ag, ..., a), to v = (v, 1)y + ... + (U, A )y, oraz ||v]|2 = (v, v)
(v,a1)? + ... + (v, )?. Zatem v ¢ lin(ay, ..., o).

2. (5 pkt) Przestrzen liniowa V' jest suma prosta swoich podprzestrzeni: V- =W @ U. Czy istnieja takie punkty
p,q € V, ze podprzestrzenie afiniczne p + W i ¢ + U sa rozlaczne? Czy istniejg takie punkty p,q € V, ze
przeciecie p+ W i g + U zawiera wiecej niz jeden punkt?

Rozwigzanie:

Jesli podprzestrzenie afiniczne H, M C V sa rozlaczne to T(H) + T(M) # V. Zatem przeciecie przestrzeni
p+ W oraz q + U nie moze by¢ zbiorem pustym bo W + U = V. Przypusémy, ze punkty 71,72 naleza do
przeciecia (p + W) N (g + U). Wéwezas wektor 7175 nalezy do przestrzeni stycznej T(p + W) = W oraz do
podprzestrzeni stycznej T(q¢+ U) = U. Ale W NU = {0}. Zatem r; = 5.

3. (5 pkt) Niech A € M,,(R) bedzie macierza iloczynu skalarnego pewnej przestrzeni euklidesowej (V, (, }). Czy
istnieje odwracalna macierz C € M, (R) taka, ze A = CTC?

Rozwigzanie:

Tak, jesli A jest macierza iloczynu skalarnego to jest kongruentna do macierzy I,,. Zatem A = CTC.



4. (5 pkt) Wektory a, 3,7 naleza do przestrzeni euklidesowej R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Wia-
domo, ze wyznacznik macierzy Grama spelnia W(a, 3,v) = 4. Oblicz objeto$é réwnoleglodcianu rozpietego
przez wektory a, 8,v. Oblicz W(a + 3,a — ,7).

Rozwigzanie:
Objetosé¢ R(a, B,7) = vW(a,B,7) = 2. Wiemy, ze W(a + 5, — 5,7v) = (det [a+ﬁ a—pf fy})? =
(det 200 o =B ~])? =4(det[a —B 7])2=4(det[a B ~])*=4-W(a,B,7)=16.

5. (5 pkt) Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa, f : V — V rzutem prostopadlym na podprzestrzen W,
g : V — V rzutem prostopadlym na podprzestrzen U oraz U C W. Czy go f = g7

Rozwigzanie: TAK
Jesli U ¢ W, to W+ Cc U*. Niech v € V. Wéwczas

v=u+u, v=w+uw
gdzie u € U,u’ € U+, w € W,w' € W+. Wiemy, ze g(v) = u, f(v) = w, wiec trzeba pokazaé, ze g(w) = wu.
€
w=u+u —w

zatem g(w) = u+ g(u' —w') = u bo v —w' € UL. Pokazaliémy go f = g.

6. (5 pkt) Dana jest macierz A € M, (R). Udowodnij, ze dla kazdej pary wektoréw v, w € (R™,{, )s) zachodzi
(w, Av) = (ATw,v).

Rozwigzanie:

(w, Av) = wT Av = (wT Av)T = vT ATw = (v, ATw) = (ATw,v)



Kolokwium 2 GAL II, 22 maja 2025

1. Niech forma dwuliniowa h; : R? — R? bedzie okreslona macierza

210
G(ht, St) =11 t 1
0 1 2

(5 pkt) Dla jakich ¢ € R forma jest iloczynem skalarnym?

(5 pkt) Dla jakich ¢t € R forma obcieta do podprzestrzeni U = lin((11, 3,0),(8,1,0)) jest iloczynem
skalarnym?

(5 pkt) Dla jakich ¢t € R zachodzi h.((1,0,0),(0,0,1)) = 0? Dla ¢t = 2 uzupelnij uktad ((1,0,0), (0,0, 1))
do bazy prostopadlej przestrzeni euklidesowej (R?, hs).

(5 pkt) W przestrzeni euklidesowej (R?, ho) znajdz odleglo$é miedzy prostymi

L=(1,1,2) +1in((1,0,0)), K =(1,2,2)+1in((0,0,1))

Rozwigzanie:

(a)
Stosujemy kryterium Sylvestera:
2>0, 2t—1>0, 4t—4>0

Zatem forma jest iloczynem skalarnym dla ¢ > 1.

(b)
Zauwazmy, ze U = lin((11, 3,0), (8,1,0)) = lin((1,0,0), (0,1,0)). Zatem

G((ht)\Uv((1’050)7(0’1’0))) = |:? 1:|

poniewaz U jest rozpinana przez pierwsze dwa wektory z bazy standardowej. Zatem h; obcigete do U jest
iloczynem skalarnym dla ¢ > %

(c)
Wektory (1,0,0), (0,0, 1) sa prostopadte dla wszystkich ¢t € R, bo z macierzy h;((1,0,0),(0,0,1)) = 0. Niech
t = 2. Szukamy wektora (z,y,2) € R? takiego, ze ha((1,0,0),(z,y,2)) = 0 i ha((z,9,2),(0,0,1)) = 0.
Dostajemy dwa rownania

20 +y=0, y+2z=0

i szukanym wektorem jest na przyklad (1,—-2,1).
(d)
7 poprzedniego podpunktu mamy (7'(L) + T(K))* = lin((1,—2,1)). Dowolny wektor taczacy proste L i K,

na przyktad
(17232) - (13 1a2) - (07 130)

rzutujemy prostopadle na lin((1,—2,1)):

h2((07 ]-7 O)a (1’ _27 1))
h2((1’ -2, 1)) (17 4 1))

—2
(1, -2, 1) = T(la -2, 1)

i liczymy jego dlugosé:

\/hg(_;u, -2,1), _71(1, —2,1)) = %\/hg((l, -2,1),(1,-2,1)) =1



2. W przestrzeni R* ze standardowym iloczynem skalarnym dane sa plaszczyzny
H = {(z1,22,23,24) €ER* : 21424 =4, 23+x4=2}

M =(1,0,2,0) + 1in((0, 1,0,0), (0,0,1, 1))

(5 pkt) Znajdz baze prostopadla przestrzeni T(H) + T'(M). Otrzymana baze uzupelnij do bazy prosto-
padtlej przestrzeni R%.

(5 pkt) Niech f : R* — R* bedzie rzutem prostopadtym na M. Udowodnij, ze f(3,0,1,1) = (1,0,2,0).
Niech K = f(H). Udowodnij, ze K jest prosta i znajdz parametryzacje tej prostej.

(5 pkt) Znajdz odleglo$é p(H, M) pomiedzy plaszczyznami H i M.
(5 pkt) Udowodnij, ze dla kazdego k € K zachodzi p(k, H) = p(M, H).

Rozwigzanie:

(a)
T(M) =1in((0,1,0,0),(0,0,1,1)) oraz T(H) = lin((0, 1,0,0), (1,0, 1, —1)) zatem baza prostopadla przestrzeni
T(H) +T(M) to

(07 17 Oa 0)) (07 07 1a 1)7 (17 Oa la _1)

Wektor prostopadly do tego ukladu to na przyklad (2,0,—1,1).

(b)

Rzut prostopadly na M spelnia:
f£((1,0,2,0)) = (1,0,2,0), f'((0,1,0,0)) = (0,1,0,0), f'((0,0,1,1)) = (0,0,1,1),

£((1,0,1,-1)) = (0,0,0,0), f'((2,0,—1,1)) = (0,0,0,0)

Zatem
f(3,0,1,1) = f(1,0,2,0) + f'(2,0,—-1,1) = (1,0,2,0)

Zauwazmy, ze (3,0,1,1) € H oraz
H= (37 07 13 1) + 1111((0, ]-7 07 0)3 (1, 07 ]-7 71))

Zatem f((3,0,1,1) 4+ a(0,1,0,0) + b(1,0,1 — 1)) = (1,0,2,0) + af’(0,1,0,0) + bf'(1,0,1,-1) = (1,0,2,0) +
a(0,1,0,0) czyli

K= f(H)=(1,0,2,0) +1in((0,1,0,0))
jest prosta.

Mozna oczywiécie policzyé wzér rzutu:

c+d+1 c+d
2 T2

fla,b,c,d) = (1,0, -1)

i z niego skorzystac.

()

Skorzystamy z podpunktu (b). Mamy (3,0,1,1) € H, (1,0,2,0) € M oraz wektor laczacy te punkty
(2,0, -1,1) L T(H) + T(M)
Tak wiec rzut prostopadly wektora (2,0, —1,1) na (T(H) +T(M))~ jest réwny wektorowi (2,0, —1,1). Zatem
p(H, M) = 1[(2,0, -1, 1)]| = V6
(d)
Wystarczy pokazaé, ze dla kazdego punktu k € K zachodzi k + (2,0,—1,1) € H. Mamy

(1’t7230) + (270a 717 1) = (Satv ]-7 1) €H



Mozna tez policzyé odleglosé punktu k& = (1,¢,2,0) od plaszczyzny H. Wektor (1,¢,2,0) — (3,0,1,1) =
(2,t,1,—1) rzutujemy na przestrzen T(H)* = lin((2,0,—1,1),(0,0,1,1)) i liczymy dtugoéé tego rzutu. Ale

(27ta 13 71) = (23 Oa 17 71) + (Ovta 070)

Wektor (0,¢,0,0) € T(H) zatem jest prostopadly do T'(H)*. Zatem rzutem wektora (2,t,1,—1) na T(H)*
jest wektor (2,0,1,—1) i jego dlugoéé wynosi v/6.

. Rzeczywista przestrzen liniowa V' ma dwa iloczyny skalarne ( ,); i ()2 spelniajace
(u,v)1 =0 wtedy i tylko wtedy gdy (u,v)ea =0
e (8 pkt) Udowodnij, ze ||ul]y = ||v||1 wtedy i tylko wtedy gdy ||ull2 = ||v]]2-

e (12 pkt) Udowodnij, ze istnieje ¢ > 0 takie, ze dla wszystkich u,v € V zachodzi (u,v)1 = ¢+ (u,v)2

Rozwigzanie:

(a)

Wystarczy skorzystac z faktu, ze
llv]| = |Jw|]] wtedy i tylko wtedy gdy v+w Lv—w
(b)

Niech Sy, ..., B, bedzie bazg ortonormalna przestrzeni (V, ( ,)1). Wéwczas z podpunktu (a) istnieje takie a > 0,
ze

1Bill2 = a
dla kazdego i = 1,..,n. Z zalozenia dla kazdej pary i # j

(Bis Bj)2 =0
Niech v = 2161 + .. + 0y oraz w = y1 81 + ... + ynBn. WoOwczas
(v, W) = x1y1 + oo + TnYn, oraz (v, W)y = z1ya® + ...+ Tpyna’

Zatem
(u,v) = a’ - (u,v)2



