Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

TEST Kolokwium 2 GAL II, 22 maja 2025

1. (5 pkt) Niech aj,...,a,, bedzie ortonormalnym ukladem wektoréw w przestrzeni euklidesowej (V,({ , }).
Udowodnij, ze o = (o, 01)a1 + ... + {a, )y, dla dowolnego a € lin(ay, ..., ay). Wektor v € V' spelnia
[[v]|? > (a1, v)? + (a2, v)2 + ... + (@, v)%. Czy mozliwe aby v € lin(ay, ..., a)?

2. (5 pkt) Przestrzen liniowa V jest suma prosta swoich podprzestrzeni: V- =W @ U. Czy istnieja takie punkty
p,q € V, ze podprzestrzenie afiniczne p + W i ¢ + U sa roztaczne? Czy istnieja takie punkty p,q € V, ze
przeciecie p + W i g + U zawiera wiecej niz jeden punkt?

3. (5 pkt) Niech A € M,,(R) bedzie macierza iloczynu skalarnego pewnej przestrzeni euklidesowej (V,{, )). Czy
istnieje odwracalna macierz C' € M,,(R) taka, ze A = CTC?



4. (5 pkt) Wektory a, 3,7 naleza do przestrzeni euklidesowej R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Wia-
domo, ze wyznacznik macierzy Grama spelnia W(a, 3,v) = 4. Oblicz objeto$é réwnoleglodcianu rozpietego
przez wektory a, 8,v. Oblicz W(a + 3,a — ,7).

5. (5 pkt) Niech V bedzie przestrzenia euklidesowa, f : V — V rzutem prostopadlym na podprzestrzen W,
g : V. — V rzutem prostopadlym na podprzestrzen U oraz U C W. Czy go f = g7

6. (5 pkt) Dana jest macierz A € M, (R). Udowodnij, ze dla kazdej pary wektoréw v, w € (R™,(, )s) zachodzi
(w, Av) = (ATw,v).



Kolokwium 2 GAL II, 22 maja 2025

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnic.
e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu osoby
zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego oraz numer zadania.

1. Niech forma dwuliniowa h; : R? — R3 bedzie okreslona macierza

210
G(ht, St) =1 t 1
0 1 2

(5 pkt) Dla jakich ¢ € R forma jest iloczynem skalarnym?

(5 pkt) Dla jakich ¢ € R forma obcigta do podprzestrzeni U = lin((11,3,0),(8,1,0))) jest iloczynem
skalarnym?

(5 pkt) Dla jakich ¢t € R zachodzi h.((1,0,0),(0,0,1)) = 07 Dla ¢t = 2 uzupelnij uktad ((1,0,0), (0,0, 1))
do bazy prostopadlej przestrzeni euklidesowej (R?, hs).

(5 pkt) W przestrzeni euklidesowej (R?, ho) znajdz odleglo$é miedzy prostymi

L =(1,1,2) +1in((1,0,0)), K =(1,2,2)+1in((0,0,1))

2. W przestrzeni R* ze standardowym iloczynem skalarnym dane sa ptaszczyzny
H = {(x1,20,23,24) €R? : z1 + 24 =4, x3+24 =2}

M = (1707 270) + lin((o’ 17 07 0)7 (07 07 17 1))

(5 pkt) Znajdz baze prostopadla przestrzeni T(H) + T(M). Otrzymana baze uzupelnij do bazy prosto-
padtej przestrzeni R*.

(5 pkt) Niech f : R* — R* bedzie rzutem prostopadtym na M. Udowodnij, ze f(3,0,1,1) = (1,0,2,0).
Niech K = f(H). Udowodnij, ze K jest prosta i znajdz parametryzacje tej prostej.

(5 pkt) Znajdz odleglo$é p(H, M) pomiedzy plaszczyznami H i M.
(5 pkt) Udowodnij, ze dla kazdego k € K zachodzi p(k, H) = p(M, H).

3. (20 pkt) Rzeczywista przestrzen liniowa V ma dwa iloczyny skalarne ( ,); i ( , )2 spelniajace
(u,v)1 =0 wtedy i tylko wtedy gdy (u,v)s =0

e Udowodnij, ze ||ul|l1 = ||v]]1 wtedy i tylko wtedy gdy ||ull2 = ||v]|2-

e Udowodnij, ze istnieje ¢ > 0 takie, ze dla wszystkich u,v € V zachodzi (u,v); = ¢ (u,v)s



