Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

TEST Kolokwium 1 GAL II, 3 kwietnia 2025

1. (5 pkt) Udowodnij, ze jesli endomorfizm f skoniczenie wymiarowej przestrzeni V' jest diagonalizowalny, to
ker f @ im f = V. Czy odwrotna implikacja jest prawdziwa?
Rozwigzanie
Skoro f jest diagonalizowalny, to istnieje baza (aq,...,a,) skladajaca sie z wektor6w wlasnych. Jesli A = 0
to wektor wlasny nalezy do ker f. Jesli X # 0 to f(%oz) = «, wiec « nalezy do im f. Dzielimy baze wektoréw
wlasnych na dwie grupy: osobno te ktére majg warto$¢ wtasna zero i osobno te, ktére maja warto$¢ wlasna
niezerowa. Kazdy wektor nalezacy do V' mozna jednoznacznie przedstawi¢ w bazie, zatem ma jednoznacznie
wyznaczony sktadnik nalezacy do ker f oraz do im f. Zatem dostajemy V = ker f @ im f.

0

0 0
Odwrotna implikacja nie jest prawdziwa. Niech f : R? — R? bedzie zadane macierza 1 1|.Endomorfizm
0 1

0
0
nie jest diagonalizowalny, a ker f = lin(e;), im f = lin(ea, €3). Czyli R® = ker f @ im f.

2. (5 pkt) Niech f bedzie endomorfizmem skonczenie wymiarowej przestrzeni V. Udowodnij, ze jesli
wr(A) = (A —a)*g(\) gdzie g(a) # 0, to dim Viay < k.

Rozwigzanie

Niech ay, ..., o bedzie baza V{,), uzupetliamy ten uktad do bazy A przestrzeni V. Wéwcezas macierz f w tej
bazie jest w postaci blokowej

="

Zatem wy(A) = (a — )" - h(X), wiec r < k.

3. (5 pkt) Dana jest macierz A € M3(C), o ktérej wiadomo, ze tr A = 2 oraz A\ = 3 jest wartoscig wlasna dla
wektoréw (1,2,1) i (1,1,0). Jakie sa mozliwe wartosci det A?

Rozwigzanie

Wektory (1,2,1) i (1,1,0) sa liniowo niezalezne zatem 3 jest podwdjna wartoscia wlasna. Niech a bedzie
trzecia wartoscia wtasna. Wtedy

trA=3+3+a, detA=3-3-a

czyli det A = —36.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej é¢wiczenia

. (5 pkt) Niech f bedzie endomorfizmem skoficzenie wymiarowej przestrzeni V. Niech k = dimim f. Czy f moze
mieé¢ k 4+ 1 réznych wartoéci wlasnych? Czy f moze mie¢ k + 2 réznych wartosci wlasnych?

Rozwigzanie

Jesli f ma m roéznych niezerowych wartoéci wlasnych, to dla kazdego A # 0 istnieje wektor wlasny « i nalezy do
obrazu przeksztalcenia, bo f (%a) = a. Wektory wlasne dla réznych wartoéci wlasnych sa liniowo niezalezne
wiec dimim f > m. Zatem f moze mie¢ k + 1 réznych wartosci wlasnych, jesli jedna z nich to zero, natomiast
nie moze mie¢ k + 2 réznych wartoséci wlasnych.

. (5 pkt) Macierz A € M3(R) spelnia (A — 2I3)(A — Is) = 0 za$ jej wielomianem charakterystycznym jest
(2 — X)?(a — \) dla pewnego a € R. Jakie sa mozliwe wartoéci a? Czy macierz A musi byé¢ diagonalizowalna?

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze a jest wartoscia wlasna, zatem istnieje v # 0 taki, ze A-a = aa. Zatem 0 = (A—2I3)(A—1I3)-a =
(A-2I5)(aac—a)=(a—1)(A—2I3)(a) = (a—1)(a— 2)a. Czylia=1lub a = 2.

Niech J bedzie macierza A w postaci Jordana

(J = 2I3)(J — I3) = (CAC™' = 2I3)(CAC™ — I;) = C(A = 2I5)C'C(A - I3)C~ ' =0

2 z O 0 = O
JeSlia =1toJ = |0 2 0f oraz (J —2I3)(J —1I3) = |0 0 0| = 0. Zatem = = 0 i macierz A jest
0 0 1 0 0 0
diagonalizowalna.
2 z 0 0 = =xy
Jelia=2toJ= |0 2 y| oraz (J—2I3)(J—1I3)= |0 0 y | =0.Zatem z =y =0 1imacierz A jest
0 0 2 0 0 O

diagonalizowalna.

. (5 pkt) Dana jest macierz A € My, (K) w postaci blokowej

a-I, I,
A:[ 0 a-IJ

Udowodnij, ze posta¢ Jordana macierzy A ma n klatek rozmiaru 2.
Rozwiazanie

Macierz A jest macierzg pewnego f : K® — K" w bazach standardowych. Zauwazmy, ze
f(el) =a- €, f(EQ) =a- €2, .., f(en) =a-€,

fleny1) =a €1 +e, flengo) =a-€npate, ..., flean) =a-€on + €y

Zatem macierz przeksztalcenia w bazie

A = (617 6n+17 €2, 61’7,-‘1-27 «€ny 621’7,)

jest w postaci Jordana i ma n klatek rozmiaru 2.



Kolokwium 1 GAL II, 3 kwietnia 2025

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnic.
e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu osoby
zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego oraz numer zadania.

111 ... 1 11
1 1 0 0 0 O
0 1 1 0 00
1. Dla n > 2 dana jest macierz A, = |: @ @ . 1 1 | € M,(R).
00 0 ... 100
000 ... 110
000 ... 0 1 1]

e (7 pkt) Udowodnij, ze dla n parzystych wyznacznik macierzy A,, jest réwny zero.
e (7 pkt) Udowodnij, ze dla n nieparzystych macierz A,, jest odwracalna.

e (6 pkt) Dla n = 111 oblicz wyraz w n-tym wierszu i n-tej kolumnie macierzy A *.

2. Niech A = bedzie macierza o wspolczynnikach rzeczywistych.

IS}

[N

I

—_
o= OO
_ -0 o

(4 pkt) Dla jakich a € R liczba 2 jest wartoscia wlasna macierzy A? Dla jakich a € R liczba 1 jest
wartodcig wlasna macierzy A?

(10 pkt) Dla a = 0 znajdZ posta¢ Jordana macierzy A i baz¢ Jordana endomorfizmu f : R* — R* takiego,
ze M(f)3h = A.

(6 pkt) Czy istnieje a € R takie, ze macierz A jest diagonalizowalna?

3. e (10 pkt) Niech (21, ...,Zn), (Y1, .., Yn) € K™ beda niezerowymi wektorami. Udowodnij, ze macierz

T
T2
A= . '[yl Y2 .. yn}
Ty
ma warto$¢ wlasna A = [y1 ... wn]-[r1 ... 2,]7. Udowodnij, ze jedli A # 0 to macierz A jest

diagonalizowalna.
e (10 pkt) Niech A € M, (K) bedzie macierza rzedu 1. Udowodnij, ze

det(A +I,,) = tr(A) + 1



Rozwigzanie zadania 1

111 1111
11 00
01 1 0000

A, = : Do :
00 0 1000
00 0 110 0
00 0 01 10
0 0 0 00 1 1

e Dla n parzystych wektor (1,—1,1,—1,...,1, —1) nalezy do ker A zatem det A = 0.

e Niech n nieparzyste, pokazemy, ze ker A = {0}. Przypusémy, ze A - (x1,....,z,)T = (0,...,0)T. Wéwczas spel-
nione sg réwnania:
r1+x2+...+2, =0, x14+22=0, 294+23=0,....,20p_1+2, =0

Obliczamy:
Tpn—1 = —Tp, Tp-2==Tp, ITp-3= Tp, .. T1=1=Tn

i wstawiamy do pierwszego réwnania:
Ty —Tp+ 2y — .. —Tp+2x, =0
Zatem z,, = 0 i ker A = {0}. Tak wiec det A # 0 i macierz jest odwracalna.

e Dla n = 111 macierz A jest odwracalna. Wyraz w ostanim wierszu i ostaniej kolumnie obliczamy:

1
det A

(—1)™" det B

gdzie macierz B powstaje z A przez skreSlenie ostatniego wiersza i ostatniej kolumny (transponowanie na
przekatnej nie ma znaczenia). Zauwazmy, ze B = Aj1g, czyli det B = 0 i szukany wyraz macierzy odwrotnej
tez jest rowny zero.

Inne rozwigzanie

Wyznacznik macierzy A,, mozna policzy¢ indukcyjnie. Rozwijajac wzgledem pierwszej kolumny dostajemy
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Rozwigzanie zadania 2

-1 1 0 0
. a? -1 0 0 . . . . .
Niech A= | = 404 11 bedzie macierza o wspolczynnikach rzeczywistych.
8 —4 0 1

e Wartosci wlasne macierzy to

A=1, Ax=1, A=a—-1, A=-a-1

e Dla a = 0 wielomian charakterystyczny wynosi wa(\) = (1 — \)?(1 + A\)? oraz

-1 1 00
0 -1 0 0
A= -4 4 1 1
8 —4 0 1
Szukamy klatek Jordana i wektorow dla A = 1:
-2 1 00
0 -2 0 0
A=I=\4 4 01
8 —4 0 0
Macierz ta jest rzedu 3 zatem
-1 7 00
0 -1 0 0
J= 0 0 1 1
0 0 01

Prawa czes¢ macierzy A wyglada jak macierz w postaci Jordana i rzeczywiscie, biorac wektory es, €4 dostajemy

A—-1: €4 — €3 — 0
czyli
A'€3:€3, A-64:€3+64
Teraz A = —1
0 1 00
0O 0 00
AtI=1.4 4 21
8 —4 0 2
Macierz ta jest rzedu 3 zatem
-1 1 00
0 -1 0 0
J= 0 0 1 1
0 0 01
Trzeba policzyé
0 0 0 O
o |0 0 0 O
A+D"=10 0 4 4
16 0 0 4

i widzimy, ze baze Jordana uzupelnia wektory ey i (A + I)es. Zatem uklad
(17074a _4)7 €2, €3, €4

jest szukana baza.



e A =1 jest podwojnym pierwiastkiem niezaleznie od a € R. Nalezy zatem obliczy¢ dim V(;y w zaleznosci od

a € R.

-2 1 0 0
a?> -2 0 0
A=T=\_4 4 01
8 —4 0 0
Rzad tej macierzy wynosi 3 jedli a®> # 4 oraz 2 jesli a® = 4. Jednak dla a? = 4 wartoé¢ wlasna \ = 1

jest potréjnym pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego

diagonalizowalna.

Rozwigzanie zadania 3

e Niech (21, ...,xn), (Y1, ...

ma wartosé wlasna A = [y1 ...

Zauwazmy, ze
T
T2

A

Tn

,Yn) € K" beda niezerowymi wektorami.

. Zatem nie istnieje takie a € R by A byla

Udowodnij, ze macierz

T
T
A= ) [yl Y2 yn]
:1777.
2,]T. Udowodnij, Ze jesli A # 0 to macierz A jest diagonalizowalna.
T T
T2 €2
= ( Sy w2 wl) | .| =
In Tn
T T
X9 X9
([ v Yn] - ) = A
T, T,

Zatem A jest wartoscia wlasna macierzy A. Macierz A jest rzedu 1 zatem dimker A =n — 1. Jesli A # 0 to

i macierz jest diagonalizowalna.

dim V() + dim V(g) = n

e Niech A € M,,(K) bedzie macierza rzedu 1. Udowodnij, ze

Jedli r(A) =1 to dimker A = n —

det(A+1I,,) = tr(4) + 1

1, czyli dim V(gy = n — 1. Zatem A"~ ! dzieli wielomian charakterystyczny

macierzy A. Wielomian ten ma stopien n, zatem

wa(N) = (=1)"A"7H(A — a)

dla pewnego a € K. Zauwazmy, ze a = tr A oraz macierz A spelnia zalozenia twierdzenia Jordana. Zatem

postaé Jordana macierzy A to

tr4 x 0 0
0 0 0 0

J = .
0 0 0 0

przy czym gwiazdka jest réwna zero jesli tr A # 0 oraz jeden jesli tr A = 0. Macierze A + I oraz J + I sa
podobne zatem majg réwne wyznaczniki, co konczy zadanie.



