Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

TEST Kolokwium 1 GAL II, 3 kwietnia 2025

1. (5 pkt) Udowodnij, ze jesli endomorfizm f skoniczenie wymiarowej przestrzeni V' jest diagonalizowalny, to
ker f @ im f = V. Czy odwrotna implikacja jest prawdziwa?

2. (5 pkt) Niech f bedzie endomorfizmem skoniczenie wymiarowej przestrzeni V. Udowodnij, ze jesli
wi(A) = (A —a)*g(N) gdzie g(a) # 0, to dim Via) < k.

3. (5 pkt) Dana jest macierz A € M3(C), o ktérej wiadomo, ze tr A = 2 oraz A\ = 3 jest wartoscia wlasna dla
wektorow (1,2,1) 1 (1,1,0). Jakie sa mozliwe wartosci det A?
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4. (5 pkt) Niech f bedzie endomorfizmem skoniczenie wymiarowej przestrzeni V. Niech k = dimim f. Czy f moze
mieé¢ k 4+ 1 réznych wartoéci wlasnych? Czy f moze mie¢ k + 2 réznych wartosci wlasnych?

5. (b pkt) Macierz A € M3(R) spelnia (A — 2I35)(A — I3) = 0 za$ jej wielomianem charakterystycznym jest
(2 — X)?(a — \) dla pewnego a € R. Jakie sa mozliwe wartoéci a? Czy macierz A musi byé¢ diagonalizowalna?

6. (5 pkt) Dana jest macierz A € Ma, (K) w postaci blokowej

a-I, 1,
A{ 0 a-I,J

Udowodnij, ze posta¢ Jordana macierzy A ma n klatek rozmiaru 2.
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e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnic.
e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu osoby
zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego oraz numer zadania.

1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 0 0
011 00 00O
1. Dla n > 2 dana jest macierz A, = |1 ¢ @ . 1 o 1 | € My(R).
000 ... 1100
000 ... 0110
000 ... 00 1 1]

e (7 pkt) Udowodnij, ze dla n parzystych wyznacznik macierzy A,, jest réwny zero.
e (7 pkt) Udowodnij, ze dla n nieparzystych macierz A,, jest odwracalna.

e (6 pkt) Dla n = 111 oblicz wyraz w n-tym wierszu i n-tej kolumnie macierzy A *.

2. Niech A = bedzie macierza o wspolczynnikach rzeczywistych.
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(4 pkt) Dla jakich a € R liczba 2 jest wartoscia wlasna macierzy A? Dla jakich a € R liczba 1 jest
wartodcig wlasna macierzy A?

(10 pkt) Dla a = 0 znajdZ posta¢ Jordana macierzy A i baz¢ Jordana endomorfizmu f : R* — R* takiego,
ze M(f)3h = A.

(6 pkt) Czy istnieje a € R takie, ze macierz A jest diagonalizowalna?

3. e (10 pkt) Niech (21, ...,Zn), (Y1, .., Yn) € K™ beda niezerowymi wektorami. Udowodnij, ze macierz

T
T2
A= . '[yl Y2 .. yn}
Ty
ma warto$¢ wlasna A = [y1 ... wn]-[r1 ... 2,]7. Udowodnij, ze jedli A # 0 to macierz A jest

diagonalizowalna.
e (10 pkt) Niech A € M, (K) bedzie macierza rzedu 1. Udowodnij, ze

det(A +I,,) = tr(A) + 1



