Zadanie 4. [20 pt] W przestrzeni euklidesowej afinicznej H wymiaru 3 dany jest afinicznie niezalezny
uktad punktéw p, q,r.

(5 p.) Niech s bedzie rzutem prostopadlym punktu r na pewna plaszczyzne zawierajaca prosta af(p, q).
Niech t oraz t’ beda odpowiednio obrazami punktéw r oraz s przy rzucie prostopadtym na af(p, q).
Wykaz, ze t = t'.

(10 p.) Niech 7" bedzie plaszczyzna tworzaca z plaszczyzna m = af(p, ¢, r) kat 6 (przyjmujemy, ze jest to
kat miedzy niezerowymi wektorami prostopadlymi odpowiednio do 7 oraz do 7’). Niech p', ¢,/
beda obrazami punktéw p, g, r przy rzucie prostopadlym na 7’. Wykaz, ze

p2((S(pq.7)) - cos b = pa((S(p', ¢, 1))

(5 p.) Niech oy, ag, a3 bedzie baza ortonormalna przestrzeni T'(H). Niech S, Sa, S5 beda obrazami tr6j-

kata S(p, q,r) przy rzutach prostopadlych przestrzeni H odpowiednio na plaszczyzny a%, a%, a3L.

Wykaz, ze

12(S(p, 4,7)) = \/12(S1)? + p2(S2)? + 1a(Ss)?.
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ROZWIAZANIE. Zacznijmy od punktu (a). Wykazemy, ze t't = 0, a dokladniej: t't € pg N pg—.

Mamy:
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tt=tr+rt=ts+sr+r
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Wektory t's, s, i naleza do pg*, co konczy dowéd.
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|7 - [[Es ] - cos 6 = (o, ts)

Mamy tez ts + 5 = Ez, a z drugiej ts L 57. Zatem w réwnosci wyzej mamy

12| - 1173 - cos @ = (ts + 57, ts) = (s, ts) = [ ts]|*.

Stad ||£s]| = ||| - cos6.



Skoro tr jest rzutem prr na pgr N7 oraz ts jest rzutem ps na pgt N 7', to
— —
W(pg, ) = [pal® - Itr|®  orvaz  W(pd, pr) = [Ipd||* - [|ts]|*.
W rezultacie

1 — 1 — 1 —
pa(S(0.0.9) = S\ W (F.5) = Il - 1] = 217 - [FF] - cond = i S(p. q.7) -cos.

Przechodzimy do ogélnego argumentu. Rozwazmy plaszczyzne 7, ktéra jest réwnolegta do 7/, przechodzi
przez jeden z wierzchotkéw tréjkata S(p, ¢, r), powiedzmy g, i przecina ten tréjkat na odcinku o poczatku
w punkcie ¢, oraz o koficu w pewnym punkcie ¢. Niech ¢ bedzie rzutem punktu ¢ na 7’. Niech p” oraz r”
beda rzutami p oraz r na plaszczyzne 7. Jest jasne, ze

”Q(S(plv qlvt/)) = :UQ(S(p”a (Lt))v M2(S(r/7t,’ q/)) = MQ(S(Tﬂvta(.I))'

Widzimy stad, ze jesli 0 jest katem miedzy m, a 7", to

S, 1", ") = p2(S®", ¢, 1)) + p2(S(r",t,q)) = (n2(S(p, q,t)) + p2(S(r,t,q))) cos§ = pa(S(p, g, 7)) cos .
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Wiynika to bezpo$rednio ze wzoru na ,pole podstawy razy wysoko$¢”, gdyz mamy pr = ﬁ + tr oraz

0 AT N I — . , . . L

p'r’ = p't +t'r" = p't + tr" = p"r". Dla wektora v L pr mamy (z réwnosci w nier6wnosci trojkata)
— = — — — — . -

Il 7l = 19l - ot + el = (11 et + e ll) = vl pEl + 9] - [ er]]. Podobnie dla p'r” oraz pr”.

Przechodzimy do punktu (c). Niech 61,602, 03 beda katami tworzonymi przez plaszczyzne m odpowiednio
7 plaszczyznami af, ay, az . Niech P = ua(S(p,q,7)). Na podstawie powyzszych rozwazan mamy:

Pp=P-costy, Py=P-cosfy, P3=DP-cosbs.
Wystarczy wiec pokazaé, ze
cos? 01 + cos? 0y + cos? 05 = 1.
Niech T(7)* = lin(y), gdzie ||y|| = 1. Jest jasne, ze dla i = 1,2, 3 mamy
cosb; = (v, a;).
To jednak znaczy, ze v = cos 1 - a1 + cosfy - ag + cos b3 - 3. Stad

1= |v[I* = (7,7) = cos® 61 + cos® O3 + cos® f5.



