Geometria z algebrg liniowa 11, 2023/2024
kolokwium 2., zadanie 2. rozwigzanie wzorcowe wraz z uwagami

Dana jest przestrzen euklidesowa afiniczna H = (R3, (,)) ze standardowym iloczynem skalarnym, taka ze

T(H) jest zorientowana zgodnie z baza standardowa. Dany jest punkt p = (3,2,2) oraz prosta L = (0,0,3) +
lin((1,1,-1)).

2)

Zmajdz rzut prostopadly punktu p na prosta L.

Oznaczmy szukany punkt jako r, oraz niech ¢ = (0,0,3) i v = (1,1, —1). Zaczynamy od znalezienia rzutu
prostopadtego wektora gp = (3,2,2) — (0,0,3) = (3,2, —1) na prosta T'(L) = lin(v):

(apv) 6 -
(v,v) v 5(1’ 1,-1)=(2,2,-2).

S)

Zatem szukany punkt to
r=gr+r=(2,2,-2)+(0,0,3) = (2,2,1).

Inny sposéb rozwigzania zadania moze polegaé na wyznaczeniu plaszczyzny M prostopadle; do L ¢ prze-
chodzqcej przez punkt p jako p + lin(vy,v2) a nastepnie zapisanie szukanego punktu v parametrycznie jako
element prostej L, czyli r = q + av i jako element plaszczyzny M, czyli r = p + bvy + cve. Przyréwnanie do
siebie tych parametryzacji daje uklad rownan, ktorego rozwigzanie prowadzi do znalezienia punktu r. Metoda
ta wymaga jednak nieco wiecej obliczeri niz prrzedstawiona powyzej.t

Ile jest izometrii f: H — H, takich ze f(p) = p oraz f(q) € L, dla kazdego punktu ¢ € L?

Zauwazmy najpierw, ze dla kazdej izometrii f spelniajacej warunki zadania zachodzi f(r) = r, gdzie r jest
punktem znalezionym w poprzednim podpunkcie. Rzeczywiscie, skoro r € L, to f(r) € L, a skoro f(p) = p,
p(p,r) = p(p, f(r)) (izometria zachowuje odleglo$é pomiedzy punktami). Jedynym punktem na prostej L o
takiej odleglosci jest wlasnie punkt r, skoro jest rzutem prostopadlym punktu p na prosta L.

Zauwazmy tez, ze skoro f(r) = r, to dla kazdego punktu x € R® mamy f(z) = f(r) + f/(r%) = r + f'(r2),
a wiec wystarczy, ze znajdziemy wszystkie izometrie liniowe f': R? — R? takie, aby izometria f, spelniala
warunki zadania.

Aby znalezé ograniczenia wynikajace z zadania warto zatem rozwazy¢ odpowiedni ortogonalny uklad bazowy
zaczepiony w punkcie r. Rozwazmy wiec nastepujace wektory:

o 0y = 7B = (1,0,1). Skoro f(p) = p oraz () =1, to f/(v2) = (p) — F(r) =p— 7 = 1.
o vy =7¢ = (—2,-2,2). Skoro f(q) € L, f(r) =r, oraz p(r, f(q)) = p(r,q), mamy, 7e f(q) € {r + vg,r —
va}. Zatem f’'(vq) = twvy. Oczywiscie vy Lus.

e Niech v3 € (lin(vy, v2))t, a zatem v3 jest dowolnym rozwiazaniem ukladu réwnan
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Na przyktad, niech vs = (—1,2,1). Skoro izometria zachowuje katy, mamy, ze f’(vs)Lf'(v1) = vy oraz

f'(v3) Lf'(vg) = fvy. A zatem v € (lin(vy, vs))*. Skoro izometria liniowa zachowuje dtugoéé wektoréw,
dostajemy, ze f’(v3) = v3. Oznaczmy s = r + v3. Mamy zatem, ze f(s) € {r +vz,r — v3}. 2

IStudenci rozwigzywali to zadanie jeszcze na dwa inne sposoby, generujace duzo wigcej pracy rachunkowej, ktérych stosowanie

w tej sytuacji jest nieuzasadnione, a wrecz absurdalne: znalezienie ogélnego wzoru na przeksztalcenie afiniczna g: H — H bedace
rzutem prostopadlym na prosta L (z reguly poprzez rozwazenie macierzy przeksztalcenia g’ w bazie wlasnej) i podstawienie do tego
wzoru punktu p oraz znalezienie rzutu wektora gp na plaszczyzne T(L)+ poprzez znalezienie jej ortogonalnej bazy, oraz odjecie
tego rzutu od wektora gp, zeby otrzymaé rzut na T(L).

2Uwaga: rozwazenie zachowania f’ na istotnie innej bazie, np. nieortogonalnej, albo inaczej ustawionej (chociazby bazie stan-

dardowej) prowadzi do nieprzyjemnych rachunkéw zwigzanych z rozwiazywaniem ukladu réwnan drugiego stopnia. Niekt6rzy roz-
wiazujacy sie z takimi rachunkami zmierzali.



A zatem f' przeprowadza baze ortogonalna A = {v1,vs,v3} na baze ortogonalna {vy,+vy, +uv3}, co daje

cztery mozliwe izometrie, ktore mozna opisaé¢ nastepujaco

(1) {v1,ve,v3} — {v1,v2,v3}, [ jest identycznodcia

(2) {v1,v2,v3} +— {v1,v2,—v3}, f jest symetria prostopadla wzgledem plaszczyzny af(r,p,q),

(3) {v1,v2,v3} +— {v1, —v2,v3}, f jest symetria prostopadla wzgledem plaszczyzny af(r, p, s),
)

(4) {v1,v9,v3} +— {v1, —v2, —v3}, [ jest symetrig prostopadla wzgledem prostej af(r,p).

W szczegdlnosci kazde z tych czterech przeksztatcen jest izometria, co mozna réwniez uzasadnié¢ zauwazajac,
ze kazde przeprowadza baze ortonormalna {vy/|lv1],ve/||v2l,vs/||vs]|} na odpowiednia baze ortonormalna
{oa/llvill, £va/ o2, £vs/[lvs]}.4

c) Niech f: H — H bedzie izometria, taka ze przeksztalcenie f’ zmienia orientacje przestrzeni T'(H) oraz
f(p) =p1i flq) = q, dla kazdego ¢ € L. Podaj wzoér przeksztalcenia f lub podaj wartosci przeksztalcenia f
na wybranej bazie punktowej przestrzeni afinicznej R3.

Zauwazmy, ze skoro f(q) = q, to f'(ve) = ve (postugujac sie oznaczeniami wprowadzonymi w poprzednim
podpunkcie). Ten warunek spelniaja izometrie (1) oraz (2) z poprzedniego podpunktu.

Skoro f’ ma zmieniaé orientacje przestrzeni mamy tez, ze det M(f’ )j = —1°. Oczywiscie w przypadku
identycznosci macierz f’ jest jednostkowa i jej wyznacznik to 1. A zatem pozostaje symetria wzgledem
plaszczyzny af(r, p, q). W tym przypadku
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ma wyznacznik —1, czyli spelnia warunki zadania. Skoro {r;vi,vs,v3} jest uktadem bazowym, {r,p,q, s}
jest baza punktowa mu odpowiadajaca®. Wartosci f na tych punktach wygladaja za$ nastepujaco:

fr)y=rfp)=p,f(q) = q f(s) = f(r+v3) =7+ f'(v3) =7 —v3 = (3,0,0).

Alternatywnie tres¢ zadania dopuszczata mozliwo$¢ znalezienia wzoru na izometrie f. W tym celu znajdujemy
wartoséci f' na wektorach z bazy standardowej. Mamy:

31}1 — V2 — VU3

1,0,0) =

(Lo, = Ttamt
—v9 + 203

0,1,0) = —

0.1.0)= =22

3Niektérzy studenci wypisywali od razu wszystkie te izometrie (lub niektére z nich) nie uzasadniajac w zaden sposéb, ze to
wszystkie mozliwe przypadki.

4Niektérzy studenci nie przedstawili zadnego argumentu, ze kazda ze znalezionych opcji prowadzi do izometrii.

5Nie zalezy to w zaden sposéb od tego, jak zorientowana jest sama baza A.

6Niektorzy rozwiazujacy nie uzasadnili tego, ze rozwazany przez nich zbiér punktéw jest baza punktows.
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w takim razie:
, 1
f(x,y,z):§(2x+2y+z,2x—y—2z,x—2y+2z),

a skoro f(r) =7, £(0,0,0) = f(r) — f'(r) = (2,2,1) — 5(9,0,0) = (-1,2,1), to

1
flx,y,2) = §(2x+2y+z—3,2zfy—22+6,z72y+2z+3).



