Kolokwium drugie z GAL II i GAL IT*, 23 maja 2024

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu
osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania.

Zadanie 1. [20 p.] Dana jest przestrzen euklidesowa liniowa R* ze standardowym iloczynem skalarnym
oraz podprzestrzen W = lin((1,—1,-1,0),(0,1,1,-1)) C R%.

(10 p.) Znajdz baze ortogonalng przestrzeni W+,

(10 p.) Niech s : R* — R* bedzie symetria prostopadta wzgledem podprzestrzeni W. Znajdz dowolng
baze podprzestrzeni s(U), gdzie U C R* jest podprzestrzenia opisang uktadem réwnan

a;l—:c4:O
To+x3=0

Zadanie 2. [20 p.] Dana jest przestrzen euklidesowa afiniczna H = (R3, (, ) &), taka ze T'(H) zorientowana
jest zgodnie z baza standardowa. Dany jest punkt p = (3,2, 2) oraz prosta L = (0,0, 3) + lin((1,1,—1)).

(5 p.) Znajdz rzut prostopadly punktu p na prosta L.

(10 p.) Tle jest izometrii f : H — H, takich ze f(p) = p oraz f(q) € L, dla kazdego punktu q € L?
Odpowiedz uzasadnij.

(5 p.) Niech f : H — H bedzie izometria, taka ze przeksztalcenie f’ zmienia orientacje przestrzeni
T(H) oraz f(p) = pi f(q) = q, dla kazdego ¢ € L. Podaj wzér przeksztalcenia f lub podaj
wartosci przeksztalcenia f na wybranej bazie punktowej przestrzeni afinicznej R3.

Zadanie 3. [10 p.] Niech (,) bedzie iloczynem skalarnym na przestrzeni liniowej V. Wykaz, ze dla
dowolnych wektoréw «, 3 € V' zachodza nieréwnosci |[(a, B)| < ||| - || 3] oraz ||| + || 5] = |l + B

Zadanie 4. [20 p.] W przestrzeni euklidesowej afinicznej H wymiaru 3 dany jest afinicznie niezalezny
uktad punktéw p, g, r.

(5 p.) Niech s bedzie rzutem prostopadlym punktu r na pewna plaszczyzne zawierajaca prosta af(p, q).
Niech t oraz t’ beda odpowiednio obrazami punktéw r oraz s przy rzucie prostopadtym na af(p, q).
Wykaz, ze t = t'.

(10 p.) Niech 7’ bedzie plaszczyzna tworzaca z plaszezyzna m = af(p, ¢, 7) kat 6 (przyjmujemy, ze jest to
kat miedzy niezerowymi wektorami, ktére sg prostopadle odpowiednio do T'(w) oraz do T'(7')).
Niech p/, ¢, " beda obrazami punktéw p, g, r przy rzucie prostopadlym na 7’'. Wykaz, ze

2((S(p,q;7)) - cos @ = pa (S, ¢ 1))

(5 p.) Niech a1, ag, a3 bedzie baza ortonormalna przestrzeni T'(H ). Niech S1, S2, S3 beda obrazami tréj-

kata S(p, q,r) przy rzutach prostopadlych przestrzeni H odpowiednio na plaszczyzny ai, ay, agL.

Wykaz, ze

p2(S(p,q,7)) = \/M2(51)2 + p2(S2)2 + p2(S3)2.

Uwaga. Przez pus(S(z,y, z)) rozumiemy miare 2-wymiarowa (pole) trojkata o wierzchotkach x,y, 2.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia
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Podpisaé niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 5. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania (6 x 5 p.):

1. Macierz symetryczna A = [a;;] € M4(R) ma na przekatnej wylacznie wyrazy dodatnie oraz det A > 0.
Czy wynika stad, ze forma dwuliniowa h : R* x R* — R dana wzorem h((x1, z2, 23, 24), (Y1, Y2, Y3, y4)) =

Y. a;jz;y; jest iloczynem skalarnym?
1<i, <4

2. Niech U bedzie podprzestrzenia przestrzeni euklidesowej liniowej (V, (,)). Dla wektora v € V niech r(v)
bedzie obrazem v przy rzucie prostopadltym na U. Uzasadnij, ze (r(v),v) = ||r(v)]?.

3. Rozstrzygnij, czy dla kazdej bazy aj,ay dwuwymiarowej przestrzeni euklidesowej liniowej (V) (,))
istnieje baza (31, B2 przestrzeni V speiajaca dla kazdych 4,7 € {1,2} warunki

1, dlai=yj,
<al76]> - { 0’ dla i ?é]



Zadanie 5 (c.d.)

4. Dana jest podprzestrzen W przestrzeni euklidesowej liniowej V. Niech f : V — V bedzie rzutem
prostopadlym na podprzestrzen W+ oraz niech g : V — V bedzie symetria prostopadla wzgledem W.
Czy dla kazdego wektora v € V spelniona jest réwnosé v — 2f(v) = g(v)?

5. Niech a = (ay,as,...,a,) bedzie wektorem dlugosci 1 w przestrzeni euklidesowej liniowej R"™ ze
standardowym iloczynem skalarnym. Niech A = [aj as ... a,] € Mixn(R). Czy iloczyn postaci AT A jest
macierza rzutu prostopadlego przestrzeni R™ na podprzestrzen lin(a) w pewnej bazie?

6. Niech A = M (s)f‘ € M3(R) bedzie macierza symetrii prostopadlej s : R?> — R? w pewnej bazie
ortonormalnej A przestrzeni euklidesowej liniowej R3. Czy wynika stad, ze A = AT?



