Zadanie 4. [20 pt] Endomorfizmy f, g przestrzeni liniowej C™ spelniaja warunek fog=go fo f.

(a) Wykaz, ze jedli v ¢ ker g jest wektorem wlasnym f o wartosci wlasnej A € C, to réwniez A\? jest

wartoscig wtasna endomorfizmu f.
(b) Wykaz, ze jesli ker f # {0}, to endomorfizm g ma wektor wlasny nalezacy do ker f.

(c) Wykaz, ze zachodzi alternatywa: endomorfizm f ma wartos¢ wlasna A € C, taka ze |A\| = 1, lub
endomorfizmy f oraz g maja wspoélny wektor wlasny.

RozwiAZANIE. Niech f(v) = Av, dla pewnego niezerowego wektora v. Wowczas:

Flgw)) = (go fo f)v) = A(g(v)).
Skoro v ¢ ker g to g(v) # 0, a stad réwniez \? jest wartoécia wlasng f.

Uwaga. Z przytoczonego rozumowania nie wynika, ze jesli g(v) jest wektorem wlasnym endomorfizmu f

o wartosci wlasnej A2, to f ma tez wartoé¢ wlasng A\*, poniewaz obok warunku

Flalg() = g(f(f(9(v)) = g(f(N*(9(v)))) = g(\*(9(v)) = Ng(g(v)),
czyli f(g%(v)) = M(g?(v)) potrzebne jest, aby g%(v) # 0, a tego nie gwarantuje warunek v ¢ ker g.

Uwaga. Nie mozna z gory zaktadaé, ze f lub g sa odwracalne.

Przechodzimy do (b). Niech 0 # v € ker f. Wéwczas

(fog)(v)=(gofof)(v)=I(g0f)0)=0,
czyli f(g(v)) = 0. W szczegblnoscei kazdy wektor z ker f przechodzi przy g na element ker f, czyli ta
ostatnia podprzestrzen jest g-niezmiennicza. Skoro ¢ ograniczony do ker f jest endomorfizmem prze-
strzeni zespolonej niezerowego wymiaru, to ma w tej przestrzeni wektor wlasny na mocy zasadniczego

twierdzenia algebry.

Uwaga. Warunek fog = go fo f spelnia dowolny endomorfizm g, jesli przyjmiemy f = 0. Bez zalozenia

o algebraicznej domknietosci ciata C nie mozna zagwarantowaé, ze g ma wartos¢ wlasna.

Przechodzimy do (c). Niech ¢ ma wektor wlasny v # 0 o wartosci wlasnej A. Mamy:

Flgw) =N (g(v),  F(g* () =X (W), ... [lg" (@) = *(g"(v)).
Mamy zatem dwa przypadki.
e Istnieje k > 1 takie, ze g (v) = 0 oraz g*~'(v) # 0 (gdzie ¢°(v) = v). Wtedy ¢~ (v) jest wektorem
wlasnym zaréwno f — o wartosci wlasnej )\Qkfl, jak i g — o wartosci wtasnej 0.
e Dla kazdego k > 1 mamy ¢*(v) # 0. Wtedy endomorfizm f ma wartosci wlasne postaci )\Qkil,
dla kazdego k > 1, a zatem skoro tych wartoéci wtasnych jest skonczenie wiele, to albo A = 0,
albo dla pewnych dodatnich liczb catkowitych m > n mamy

A= eyli AP =1

Jesli A = 0, to teza wynika z punktu (b). Jesli zas§ A # 0, to z réwnosci wyzej mamy || = 1.



