GAL II Kolokwium pierwsze, 11 kwietnia 2024

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié.
e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu
osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania.
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Zadanie 1. [20 p.] Dana jest macierz A, = 9 1 -9 1€ My (R)

-2 s =10

(10 p.) Dla jakich s € R posta¢ Jordana macierzy A, ma dokladnie dwie klatki?

(10 p.) Niech ¢ € End(R*) spetnia warunek M (¢)st = A;. Wyznacz baze przestrzeni liniowej R, w ktérej
macierz endomorfizmu ¢ jest w postaci Jordana.

Zadanie 2. [20 p.] W przestrzeni afinicznej R? dany jest punkt a = (2,3, 1), prosta H opisana réwnaniami

x1 —xg =0, x3 = 0, oraz proste K = (2,0,0) + 1in((0,1, X)), przy czym X € R.

(10 p.) Wyznacz uklad réwnan opisujacy prosta L = af(a, PN @), gdzie P jest prosta o parametryzacji
s+ (14+s,—2s,1+3s), dla s € R (w standardowym uktadzie bazowym przestrzeni R3), oraz
Q = {(1‘1,1’2,1‘3) eR3 . 41 — x9 + 323 = 1}.

(10 p.) Rozwazmy podzbiér M) przestrzeni afinicznej R? ztozony ze wszystkich punktéw postaci %h+ %l{:,
gdzie h € H oraz k € K. Uzasadnij, ze zbiér My jest podprzestrzenia afiniczng przestrzeni R3.
Wyznacz T'(M)) oraz dim M). Dla jakich wartoéci parametru A € R punkt a nalezy do M)?

Zadanie 3. [10 p.] Wykaz, ze uklad punktéw pg,p1,...,pr przestrzeni afinicznej H nad cialem K jest
afinicznie niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy uklad wektoréw popi, ..., popr przestrzeni liniowej T'(H)
jest liniowo niezalezny.

Zadanie 4. [20 p.] Endomorfizmy f, g przestrzeni liniowej C™ spelniaja warunek fog=go fo f.

(a) Wykaz, ze jesli v ¢ ker g jest wektorem wlasnym endomorfizmu f o wartosci wlasnej A € C, to
réwniez A\? jest wartoscig wlasng f.

(b) Wykaz, ze jesli ker f # {0}, to endomorfizm g ma wektor wlasny nalezacy do ker f.

(c) Wykaz, ze zachodzi alternatywa: endomorfizm f ma wartos¢ wlasna A € C, taka ze |A\| = 1, lub
endomorfizmy f oraz g maja wspélny wektor wlasny.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia
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Podpisaé niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 5. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania (6 x 5 p.):

1. Endomorfizm ¢ przestrzeni liniowej V' wymiaru 5 nad cialem R ma wartosci wlasne 2 oraz 3 o krot-
nosciach algebraicznych réwnych 2. Czy jest mozliwe, aby det(¢) < 07

2. Macierz A € M, (R) jest rzedu 1 i ma niezerowa warto$¢ wlasna. Czy A jest diagonalizowalna nad R?

3. Macierz T' € M, (R) spelnia réwnanie (T + I)(T + 2I) = 0, gdzie I jest macierza identycznosciowa.
Czy macierz T moze nie mieé rzeczywistych wartosci wlasnych?



Zadanie 5 (c.d.)

4. Macierz J € My(R) jest w postaci Jordana. Wielomian charakterystyczny macierzy J jest réwny
wy(A) = A?(1 — \)2. Wiadomo, ze macierz J jest podobna do macierzy J2. Czy wynika stad, ze macierz
J jest diagonalna?

5. Niech V' = lin(«, 3,7) bedzie trojwymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem Q. Czy przeciecie jej
podprzestrzeni afinicznych H = a + lin(a, 3) oraz M = b+ lin(y) moze by¢ zbiorem pustym?

6. Niech A = {po, p1,p2} bedzie baza punktowa przestrzeni afinicznej H oraz niech g bedzie dowolnym
punktem nalezagcym do H. Czy g mozna uzupelni¢ do bazy punktowej przestrzeni H punktami z A?



