Egzamin z GAL II i GAL IT*, 26 czerwca 2024

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢.
e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.
e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu

osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania.

Zadanie 1. [20 p.] Rozpatrzmy nastepujace macierze o wyrazach w ciele R:

1 1 -2 121 1 -3 0 101
A=| 1 0 4|, Bij=|2 10|, By=|-3 8 —2|, By=|0 4 2.
-2 -4 0 105 0 -2 —4 12 2

(10 p.) Ktoére z macierzy B; sa kongruentne z macierza A nad R, a ktére sa kongruentne z A nad C?

(10 p.) ZnajdZ taka macierz odwracalna C' € M3(R), ze macierz CT AC jest diagonalna i kazdy wyraz na
przekatnej tej macierzy nalezy do zbioru {—1,1,0}.

Zadanie 2. [20 p.] Rozpatrzmy forme dwuliniowa h : R3 x R* — R zadang wzorem

h((x1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = Z1y1 + T1y2 — 221Y3 + 22y1 — 4x2ys — 223y1 — 423Y2.

(10 p.) Dla s € R rozwazmy macierze

1 2 0
Bs=1]2 0 2| e M3;R).
0 2 s

Dla jakich wartosci parametru s macierz By jest macierza formy h w pewnej bazie przestrzeni R3?

(5 p.) Znajdz maksymalny wymiar podprzestrzeni w R? nieosobliwej wzgledem formy h. Podaj przyktad
takiej podprzestrzeni.

(5 p.) Znajdz typ afiniczny hiperpowierzchni postaci
X = {(x1,22,23) € R®: h((w1,12,13), (x1,22,23)) + 23+ 1 =0},

Zadanie 3. [10 p.] Wykaz, ze macierze A, B € M,,(K) sa kongruentne nad cialem K wtedy i tylko wtedy,
gdy A, B sa macierzami tej samej formy dwuliniowej na przestrzeni K™ (w pewnych bazach).

Zadanie 4. [20 p.] Niech ¢ : V' — R bedzie nieokres$lona forma kwadratowa na skonczenie wymiarowe;
przestrzeni liniowej nad R.

(5 p.) Niech v,w € V beda takie, ze q(v) < 0 oraz q(w) > 0. Wykaz, ze v, w sa liniowo niezalezne.
(5 p.) Wykaz, ze istnieje niezerowy wektor z € V, ze ¢(z) = 0.
(10 p.) Niech A € M(R) bedzie macierza pewnej nieokreélonej formy kwadratowej na przestrzeni R2.
Niech W = (R2,(,)) bedzie liniowy przestrzenia euklidesowa. Wykaz, ze dla dowolnego wektora
w € W spelniajacego (Aw,w) = 0 mamy
[ Awl[|* = — det(A) - [Jw]*.

Uwaga. Elementy przestrzeni W traktujemy jako wektory kolumnowe, czyli elementy M1 (R).



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia
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Podpisaé niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 5. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania (6 x 5 p.):

1. Czy suma dwoch wektorow izotropowych jest wektorem izotropowym?

2. Niech A € M, (R) bedzie macierza pewnej ujemnie okreslonej formy kwadratowej na przestrzeni R"™.
Czy macierz A? jest macierza pewnej dodatnio okreélonej formy kwadratowej?

3. Endomorfizm T przestrzeni euklidesowej jest samosprzezony oraz liczby 2,3 sa jedynymi wartosciami
wlasnymi 7. Czy wynika stad, ze T? — 5T 4 6id = 07



Zadanie 5 (c.d.)

4. Niech «, 8 beda baza prostopadla przestrzeni dwuliniowej (V,h) taka, ze h(a, ) =1 za$ h(8,5) = 0.
Czy istnieje baza o/, 3’ tej przestrzeni taka, ze h(o/, ') = 17

5. Niech (V,h) bedzie nieosobliwa przestrzenia dwuliniowa wymiaru 3. Dla kazdej pary wektoréw «, 3
nalezacych do podprzestrzeni liniowej W C V zachodzi h(a, 3) = 0. Czy W moze by¢ dwuwymiarowa?

6. Niech K bedzie cialem charakterystyki r6znej od 2. Dla jakich a € K macierze [ (1) (1) ], [ (1) clz } sa

kongruentne nad K7



