Zadanie 5. [18 pt] W zorientowanej przestrzeni euklidesowej afinicznej (R3, (, )s;) dany jest uktad oémiu
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punktéow pi,...,ps stanowiacych zbiér wierzchotkéw réwnolegloécianu R = R(p1; p1p2, p1p3, P1P5), Drzy

czym spelnione sa warunki p1p3 + p1ps = p1pi oraz psp + psp7 = DsDs-

(a) Czy z réwnosci [[pipa|| = [[pipsll = [Ipaps|| wynikaja réwnosci [[psprl| = [Ipsps|| = l|pspall?

(b) Czy z réwnosci p1ps = p1p2 X p1p3 wynika réwnosé¢ psps = pspr X pspe?
(c) Zalézmy, ze R jest szeécianem, oraz ze dla pewnej plaszczyzny P C R? odlegloéé punktu p; od P
rowna jest ¢, dla 1 < i < 8. Wyznacz dlugo$é¢ krawedzi szedcianu R.

Uwaga. Wierzchotki R = R(p1; a1, g, a3) to punkty postaci p; + €1aq + eaan + esas, gdzie ¢; € {0, 1}.

ROZWIAZANIE. 7 oznaczmy « = pips, 0 = pips oraz v = p1ps. Z warunku pips + p1p3s = pipi wyni-

ka, ze py = p1 + a + [ nalezy do af(p1,p2,p3), natomiast z warunku pspé + psp7 = psps wynika, ze
ps = p5 + pspe + psp7. Wiedzac dodatkowo, ze ps = p1 + p1ps dostajemy ps = p1 + a + 8+ 7. A za-
tem punkty pg, py sa w pewnej kolejnosci postaci p; +a+-y oraz p; +5++. Bedzie to miato znaczenie w (b).

W punkcie (a) odpowiedzZ jest twierdzaca. Z rozwazan wyzej wiemy, ze pgp7 = p7 — ps, czyli jest to wektor
—f lub —a.. Podobnie pgpg rowny jest —f3 lub —a. Wreszcie, pgps = ps—ps = —~. Skoro ||af| = ||5]] = [|7]],

— — —
to ||psp7|| = ||psps|l = ||pspal|-

Punkt (b) nie jest prawda. Wiemy, ze baza «, 3,7 jest zorientowana dodatnio, bowiem v = « x [.
To oznacza, ze réwniez bazy —a, —(,7v oraz —(, —«, —y sg zorientowane dodatnio. Mamy —vy = pgp4.
W zaleznosci od wyboru pg, p7 jako p1 + o + v oraz p; + 3 + v mamy

pspr X pgps = —fB X —a lub —ax —f.

Tylko jeden z tych iloczynéw jest rowny —-, co koficzy argument.

Odpowiedz w punkcie (c) to v/21. Niech T(P)* = lin(§). Zatézmy tez bez straty ogélnoéci, ze ||6]| = 1.
Zauwazmy, ze zgodnie z zalozeniem rzuty «, 3,7 na lin(d) to wektory majace dtugosci odpowiednio 1,2, 4.
Rzuty te maja jednoczesnie postaé¢ (odpowiednio):

(0.0), (B.6). (1.0)
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Liczby («,d),(3,d),(v,0) sa zatem réwne co do modutu odpowiednio 1,2, 4.

0,

Skoro R jest szeScianem, to ||« = ||3]] = ||| oraz uklad «, 3,~ jest prostopadly. To oznacza, ze:

(a,a) (a,8) (a,7) (a,6) lef* 0 0 =1
(B,a) (B,8) (Bv) (B8)| _| 0 laf® 0 &2
(va) (B) (7)) (7.0) 0 0 el +4|
(6,0) (6,8) (6,v) (6,8) 41 42 44 1
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G(O[,ﬂ,’}/, 5) =

)

przy czym macierz wyzej jest symetryczna. Uktad «, 3,7, 0 jest liniowo zalezny, czyli W(a, 3,7,6) = 0.
Wyznacznik ten jest natomiast réwny ||| —21||c||4, niezaleznie od wyboru znakéw (a, 6 ), (3,6 ), (v, 0 ).
Wiynika to z faktu, ze przy operacji zamiany jednego z wektoréw «, 3,y na przeciwny (co zmienitoby tylko

znak iloczynu skalarnego z ¢) wyznacznik Grama si¢ nie zmienia. Skoro ||| > 0, to ||« = V/21.

Autorem punktu (c) jest Lukasz Bozyk, patrz: https://www.deltami.edu.pl/delta/archiwum/2018/
12/2018/12/04/0-DELTA-2018-12.pdf, str 3. Elementarne rozwiazanie (jedno z wielu) — na str. 5.
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