GAL II Kolokwium drugie, 18 maja 2023

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié, aby otrzymaé za nia maksymalna liczbe punktow.
e Rozwigzania kazdego zadania 1 — 5 TRZEBA odda¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.
e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu

osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania.

Zadanie 1. [18 pt] Dla kazdego a € R rozwazmy forme dwuliniowa h, : R? x R3 — R dang wzorem:

ha((z1, 22, 23), (Y1, ¥2,Y3)) = az1y1 + T1y2 + T1y3 + T2y1 + Tay2 + ax2ys + x3y1 + axzys + 11x3ys.

(a) Dla jakich a € R forma hg jest iloczynem skalarnym na przestrzeni liniowej R3?
(b) Dla jakich a € R forma hg|w xw jest iloczynem skalarnym na podprzestrzeni W = lin((1, 1,0), (0,1,1))?
(c) Dla a = 2 znajdZ baze prostopadla podprzestrzeni z1 + 229 + 2x3 = 0 w przestrzeni (R3, hy).

Zadanie 2. [18 pt] W przestrzeni euklidesowej afinicznej R? ze standardowym iloczynem skalarnym ()
dane sa dwie proste: L = (0,4, 1) + lin((—1,2,0)) oraz K = (0,1,1) + lin((1, —1,—1)).

(a) ZnajdZz parametryzacje obrazu prostej L przy symetrii prostopadlej wzgledem prostej K.

(b) Znajdz wzér rzutu prostopadlego f : R? — R3 na prosta L.

(c) Znajdz odlegtoéé p(L, K') pomiedzy prostymi L i K, tzn. minimum odleglosci p(p,q),dlap € L,q € K.

Zadanie 3. [18 pt] Dane jest przeksztalcenie afiniczne f : H — H, gdzie H = (R3,(,)) jest przestrzenia
euklidesowy afiniczng ze standardowym iloczynem skalarnym, ktérego pochodna f’ dana jest macierza
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Wiadomo réwniez, ze f((1,1,1)) = (=2, 15, —4).

(a) Rozstrzygnij, czy f jest izometria przestrzeni H.

(b) Rozstrzygnij, czy f posiada punkty stale, to znaczy punkty p € H takie, ze f(p) = p.

(c) W przestrzeni H dany jest sympleks S(po, p1, p2, p3) rozpiety na punktach py = (1,0,0), p1 = (0,1,0),
p2 = (0,0,1) oraz ps = (1,1,1). Wyznacz objetosé¢ sympleksu S oraz objetos$é sympleksu f(.5).

Zadanie 4. [10 pt] Niech A = {ay,...,a,} bedzie ukladem prostopadlym niezerowych wektoréw
w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej (V, (,)). Wykaz, ze ukltad A jest baza V oraz, ze dla wektora
a=ajo] + ...+ apa, € V mamy:
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Zadanie 5. [18 pt] W zorientowanej przestrzeni euklidesowej afinicznej (R3, (, )s;) dany jest uktad oémiu
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punktéow pi, ..., ps stanowiacych zbiér wierzchotkéw réwnolegloécianu R = R(p1; p1p2, p1p3, P1P5), Drzy

czym spelnione sa warunki p1ps + pip3 = p1p4 oraz pspe + psp7 = psps.

L = | oo ia rhrmmdent T2 — 15 — [ 2
(a) Czy z réwnosci [|pipa|| = [[p1pall = [[p1ps|| wynikaja réwnosci [|pspr|| = [[psps|| = [[Pspall’

(b) Czy z réwnosci p1ps = p1p2 X p1p3 wynika réwnosé¢ psps = psp7 X pspe?’

(c) Zalézmy, ze R jest szeScianem, oraz ze dla pewnej plaszczyzny P C R? rozlacznej z R odleglogé
punktu p; od P réwna jest ¢, dla 1 < i < 8. Wyznacz dlugoéé¢ krawedzi szeScianu R.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia
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Podpisz niniejsza kartke i wpisz w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 6. Prosze¢ ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 5 pt]:

1. Dana jest skonczenie wymiarowa przestrzen afiniczna H oraz izomorfizm afiniczny f : H — H taki, ze
f(M) C M, dla pewnej podprzestrzeni afinicznej M C H. Czy wynika stad, ze f(M) = M?

2. W przestrzeni euklidesowej liniowej (V, (,)) dane sa wektory «, (3 takie, ze ||a|| = 1, ||| = 2, przy
czym kat miedzy wektorami o i 3 wynosi §. Oblicz o — 2.

3. W przestrzeni euklidesowej liniowej (V,(,)) dana jest baza ortonormalna [, 2,33 oraz wektory

a = a101 + asfs +a3fB3 i B = b101 + baf2 + b3fs3, dla pewnych a1, as,as,bi,bs, b3 € R. Wyznacz rzut
prostopadly wektora 3 na lin(«).



4. Niech a, f beda wektorami w zorientowanej tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej liniowej (V, ().
Rozstrzygnij, czy baza («, 8 X a, ) przestrzeni V jest dodatnio zorientowana, czy ujemnie zorientowana?

5. W przestrzeni euklidesowej afinicznej R? ze standardowym iloczynem skalarnym wyznacz réwnanie
takiej plaszczyzny przechodzacej przez punkt (4,3, 5), ktérej odlegtosé od punktu (0, 0,0) jest najwieksza.

6. Niech L1, Lo, L3 beda prostymi zawartymi w plaszczyznie euklidesowej (R (,)). Niech a;; bedzie
katem (niezorientowanym) pomiedzy wektorami rozpinajacymi T'(L;) oraz T'(L;), dla 1 < 4,5 < 3.
Rozstrzygnij, czy wyznacznik macierzy M € M3(R) o wyrazach cos(c;;) moze by¢ niezerowy?



