Zadanie 5. [18 pt] Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n nad cialem C oraz niech ¢ € End (V).

(a) Zalozmy, ze A jest macierza endomorfizmu ¢ w bazie Jordana. Wykaz, ze liczba tych klatek
Jordana macierzy A odpowiadajacych wartosci wlasnej a, ktére sg rozmiaru > m réwna jest

dimker(¢ — aid)™ — dimker(¢ — aid)™ 1.

(b) Wykaz, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
(i) endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny nad ciatem C,
(ii) dla kazdego a € C mamy ker(¢ — aid)? = ker(¢ — aid),
(iii) dla kazdego a € C mamy im(¢ — aid) Nker(¢ — aid) = 0.

ROZWIAZANIE. Dowodzimy (a). Zgodnie z twierdzeniem z wykladu liczba klatek Jordana macierzy A
endomorfizmu odpowiadajacych wartosci wlasnej a, ktére sa rozmiaru > m wynosi

Gm =1(A—al)™ — (A —al)™
Skoro A — al jest macierza endomorfizmu ¢ — aid, to dla kazdego k naturalnego mamy

r(A — al)¥ = dimim(¢ — aid)®.

Korzystamy teraz z tego, ze dla dowolnego przeksztalcenia liniowego f : V — V przestrzeni skonficzonego
wymiaru mamy dim V' = dimker f + dimim f. W rozwazanej sytuacji, ktadac f = ¢ — aid mamy:
¢m = (n — dimker(¢ — aid)™ 1) — (n — dimker(¢ — aid)™) = dim ker(¢ — aid)™ — dim ker(¢ — aid)™ .
Dowodzimy (b). Zauwazmy, ze je$li a nie jest wartoécia wlasna endomorfizmu ¢, to ker(¢ — aid) =
ker(¢p—aid)? = 0. A zatem (ii) jest rownowazne z zalozeniem, ze réwnosé ker(¢—aid) = ker(¢p—aid)? = 0

zachodzi dla wszystkich wartosci wlasnych a endomorfizmu ¢.

Endomorfizm jest diagonalizowalny nad C wtedy i tylko wtedy, gdy klatki jego macierzy w postaci Jordana
maja wszystkie rozmiar 1. Rownowaznie, dla kazdej wartosci wlasnej a endomorfizmu ¢ mamy g2 = 0,
czyli zgodnie z (a):

dim ker(¢ — aid)? = dim ker(¢ — aid).
Zauwazmy, ze zawsze zachodzi inkluzja ker(¢ — aid)? D ker(¢ — aid), bowiem jesli (¢ — aid)(v) = 0, dla
pewnego v € V, to tym bardziej (¢ —aid)?(v) = 0. A zatem diagonalizowalnoéé ¢ jest réwnowazna z tym,
ze dla kazdej wartoéci wlasnej @ mamy ker(¢ — aid)? = ker(¢ — aid). Pokazalismy zatem (i) <= (ii).

Przechodzimy do réwnowaznosci (ii) <= (iil). Zalozmy (ii) i wezmy dowolny wektor v nalezacy do
podprzestrzeni im(¢ — aid) Nker(¢ —aid). Stad (¢ —aid)(v) = 0. Z drugiej strony skoro v € im(¢ —aid),
to istnieje wektor w € V' taki, ze (¢ — aid)(w) = v. W szczegdlnosci

(6 — aid)*(w) = (¢ — aid)(v) = 0.
A zatem w € ker(¢ —aid)?. Na mocy (ii) w nalezeé¢ tez musi do ker(¢ —aid). Stad v = (¢ — aid)(w) = 0.
Z dowolnosci wyboru v dostajemy im(¢ — aid) Nker(¢ —aid) =0, czyli (ii) = (iii).

Wreszcie, gdy im(¢ — aid) Nker(¢ — aid) = 0, wéwczas biorac dowolny element w € ker(¢ — aid)? mamy
(¢ —aid)(w) € im(¢ — aid) Nker(¢p —aid) =0,
czyli (¢ — aid)(w) = 0 oraz w konsekwencji w € ker(¢ — aid). A zatem warunek (ii) implikuje inkluzje

ker(¢ — aid)? C ker(¢ — aid). Inkluzja przeciwna zachodzi jednak zawsze, jak wspomnieli$my wyzej.
Pokazalismy wigc implikacje (iii) = (ii).



