GAL II Kolokwium pierwsze, 30 marca 2023

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié, aby otrzymaé za nia maksymalna liczbe punktow.
e Rozwigzania kazdego zadania 1 — 5 TRZEBA odda¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.
e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu

osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania.

Zadanie 1. [18pt] Niech s € R oraz niech macierz Ay € My(R) bedzie postaci:

-2 =2 0 0
A = S S 0 0
0 0 —4 4
0 0 —s s
(a) Dla jakich wartoéci parametru s € R macierz Ag jest diagonalizowalna nad R?

(b) Wyznacz macierz (Az)'%.

Zadanie 2. [18 pt] Niech H = af((1,1,2),(0,0,4),(0,1,3),(1,2,1)) C R? i niech p = (—5,16,—7) € R3 .
Dana jest takze podprzestrzen afiniczna L C R? opisana ukladem réwnan

1 +3x20 —3x3 =2

201 +4x0 — 223 =4

b5x1+ Txo+x3 =10

(a) Znajdz baze punktows i wymiar przestrzeni H.
(b) Rozstrzygnij, czy p € H oraz czy L C H?

Zadanie 3. [18 pt] Dla kazdego ¢ € R okreslamy macierz

1 -1 -2 ¢
0 0 -2 3
A, = € My(R).
Tl 1 1 -1 1(R)
0 0 -1 2

(a) Wyznacz macierz w postaci Jordana podobna do macierzy A;, w zaleznosci od parametru ¢t € R.
(b) Dla t = 3 znajdZ baze Jordana endomorfizmu ¢ € End(R*) spelniajacego warunek M (¢)st = As.

Zadanie 4. [10 pt] Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem K i niech
¢ € End(V). Wykaz, ze element a € K jest warto$cia wlasna endomorfizmu ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
a jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego endomorfizmu ¢.

Zadanie 5. [18 pt] Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n nad cialem C oraz niech ¢ € End(V).
(a) Zalézmy, ze A jest macierza endomorfizmu ¢ w bazie Jordana. Wykaz, ze liczba tych klatek Jordana

macierzy A odpowiadajacych wartosci wlasnej a, ktére sa rozmiaru > m réwna jest
dimker(¢ — a -id)™ — dimker(¢ — a - id)™ 1.
(b) Wykaz, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

e (i) endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny nad ciatem C,
e (ii) dla kazdego a € C mamy ker(¢ — a -id)? = ker(¢ — a - id),
o (iii) dla kazdego a € C mamy im(¢ — a -id) Nker(¢ —a -id) = 0.



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia
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Podpisz niniejsza kartke i wpisz w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 6. Prosze¢ ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:

1. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem R oraz niech ¢ € End(V). Zalozmy, ze wektory
v, w,v — w przestrzeni V sa wilasne. Czy wartosci wlasne ¢, ktéorym odpowiadaja te wektory moga by¢

parami rézne?

2. Zalézmy, ze macierz A € M5(R) spelnia warunek r(A — 27) = 2. Czy jest mozliwe, aby r(A+2I) = 27

3. Macierze A, B € M, (R) sa podobne. Czy macierze A + I oraz B — I sa podobne?



4. Podaj przyklad macierzy A € M3(R), ktéra ma wartos¢ wlasna 1, ale ktéra nie jest podobna do zadnej
macierzy w postaci Jordana o wspotczynnikach rzeczywistych.

5. Czy podprzestrzenie afiniczne af((0,1,1),(0,1,2),(1,1,1)),af((2,1,1),(0,1,0), (2,1, 2)) przestrzeni afi-
nicznej R? sa réwnolegle?

6. Podaj parametryzacje prostej zawartej w przestrzeni afinicznej R™ przechodzacej przez dwa rézne
punkty po = (a1,...,a,) oraz py = (by,...,by).



