GAL II Egzamin, 22 czerwca 2023

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié, aby otrzymaé za nia maksymalna liczbe punktow.
e Rozwigzania kazdego zadania 1 — 5 TRZEBA odda¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.
e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko (WIELKIMI LITERAMI), numer indeksu

osoby zdajacej, numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania.

Zadanie 1. [40pt] Dla parametréw s,t € R rozwazmy macierze As; € My(R) postaci
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a) Wykaz, ze dla dowolnej pary parametréow (s,t) macierz Ay, nie jest diagonalizowalna nad R.
b) Dla (s,t) = (1,0) wyznacz macierz odwracalng C € My(R), ze C~1- Ay o - C jest w postaci Jordana.

Zadanie 2. [40 pt] Rozwazmy podprzestrzenie afiniczne euklidesowej przestrzeni afinicznej H = R3 ze
standardowym iloczynem skalarnym:
Ly = {(x1,29,23) ER®: &y + 29+ 23 =3, 21 —20 + 23 =1}, Lo =af((0,0,2),(0,1,0), (4,2, -2)).

a) Znajdz obraz punktu P = (2,1,3) w symetrii prostopadlej wzgledem L;.
b) Ile jest izometrii f : H — H takich, ze f(L1) = L oraz f(L2) = Lo? Wypisz macierze pochodnych

tych izometrii w wybranej przez siebie bazie ortonormalnej.

Zadanie 3. [40 pt] Na przestrzeni R* dana jest forma dwuliniowa h : R* x R* — R, ktéra w bazie

standardowej ma macierz
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a) Znajdz rzad i sygnature formy h.
b) Wyznacz baze prostopadla przestrzeni dwuliniowej (R%, h).
c) Czy istnieje baza przestrzeni dwuliniowej (R*, h) zlozona z wektoréw izotropowych?

Zadanie 4. [40 pt] Dla kazdego parametru A € R okre§lamy forme kwadratows ¢ : R? — R wzorem

q((x1,x2,23)) = —33% 4+ 4x1x0 + )\xg + 8xox3 — x%

a) Dla jakich wartosci parametru A forma ¢ jest ujemnie okreslona?

b) Dla A = 0 wyznacz baze przestrzeni R?, w ktérej forma ¢ ma postaé¢ diagonalng.

¢) Rozwazmy powyzsza forme kwadratowa g dla A = —20. Okresl typ afiniczny hiperpowierzchni stopnia
2 w przestrzeni R? opisanej w standardowym uktadzie bazowym réwnaniem q((z1, o, x3)) + 22 +1 = 0.

Zadanie 5. [10 pt] Wykaz, ze macierze A, B € M,,(K) sa kongruentne nad cialem K wtedy i tylko wtedy,
gdy A, B sa macierzami tej samej formy dwuliniowej na przestrzeni K" (w pewnych bazach).



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia

GAL II Egzamin, 22 czerwca 2023
Podpisz niniejsza kartke i wpisz w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.
Zadanie 6. Prosze¢ ponizej odpowiedzie¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 5 pt]:

1. Macierz A € M, (K) ma niezerowa warto$¢ wlasna oraz jej rzad jest rowny 1. Wykaz, ze macierz A
jest diagonalizowalna nad K.

2. Niech f : R™ — R”™ bedzie przeksztalceniem afinicznym. Wykaz, ze jesli f(p) = ¢, dla pewnych
punktéw p € R™ oraz ¢ € R™, to f~1(q) = p + ker(f’).

3. Macierz rzeczywista A € M, (R) ma n parami prostopadlych wektoréow wlasnych nalezacych do prze-
strzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym. Czy wynika stad, ze macierz A jest symetryczna?



4. Niech (V, h) bedzie przestrzenia dwuliniowa taka, ze dla kazdej niezerowej podprzestrzeni W przestrzeni
liniowej V' zachodzi dim W 4 dim W+ > dim V. Czy wynika stad, ze h jest forma zerowa?

5. Dane sa takie liczby rzeczywiste s,t # 0, ze formy kwadratowe qi,¢q2 : R* — R dane wzorami
@1 ((z1, 22, x3,24)) = a7 + 23 + 23 + sz oraz ga((x1, 22,73, 24)) = @ + 23 + twzxs sa réwnowazne.
Pokaz, ze s < 0.

6. Macierz A € M,(R) jest ortogonalna i nie ma wartosci wlasnej réwnej —1. Wykaz, ze zamieniajac
znaki wyrazéow w dowolnym (jednym) wierszu lub (jednej) kolumnie macierzy A na przeciwne dostajemy

macierz B, posiadajaca wartos¢ wlasng —1.



