GAL II Kolokwium 2, 19 maja 2022, rozwigzania

Zadanie 1. [18 pt] W przestrzeni afinicznej R? rozwazamy podprzestrzenie afiniczne
L=af((1,1,1),(3,5,4)), H:xy+ 2w — 223 = 4.
Niech f : R? — R3 bedzie rzutem na H wzdtuz L oraz niech g : R? — R3 bedzie jednoktadnoscia o srodku
(5,5,5) i skali 3.
a) Znalez¢ obraz punktu p = (0,1,1) w przeksztalceniu g o f.
b) Wyznaczyé¢ wzor przeksztalcenia f.
ROzZwWIAZANIE. Mamy T'(L) = lin(2,4, 3). Obraz punktu p przy f to taki punkt postaci p + (2,4, 3),
ktory nalezy do H. Punkt (2t,4t + 1,3t 4 1) spelnia réwnanie x1 + 2x9 — 223 = 4 dla t = 1. Zatem
f((0,1,1)) = (2,5,4).

Aby wyznaczy¢ g((2,5,4)) korzystamy z definicji jednoktadnosci. Mamy:

3((5,5,5) — (2,5,4)) = (5,5,5) — g(2,5,4) = ¢(2,5,4) = (—4,5,2).
Przechodzimy do (b). Zaczmemy od przesadnie rachunkowego, ale uniwersalnego sposobu rozwigzania.
Mamy T'(L) = lin(2, 4, ), za$ przestrzen T(H) jest opisana réwnaniem x; + 2z9 — 2x3 = 0, czyli np.
T(H) =lin((0,1, 1), (2,0,1)). Mamy zatem baze A przestrzeni R3, ktérej pierwszy element rozpina T(L),
a kolejne dwa rozpinaja T(H):

A=1((2,4,3),(0,1,1),(2,0,1)).

Pochodna f’ jest rzutem R? na T'(H) wzdtuz T(L), czyli

000
M(f’)j{:[@ 1 0].
001

Wyznaczamy M (f)5! ze wzoru

M ()3 = MGd)% - M ()4 - M(id)%.

Mamy:
20 02 R
M@id)$ =14 1 0| oraz M(id)4 = (M@Gd)$H 1= |-1 -1 2
11 1
311 L 11
Zatem:
2 020000 [1 3 -3
M(f) =14 1 0[-]10 1 0] -|-1 -1 2
1 1 1
311 0o 1] [+ -3 1]
0 0 2] [+ 1 -1 -1 1
=10 1 0|-|-1 =1 2|=|-1 -1 2
o v 1y 4 3] g3

Oczywiscie f przeprowadza kazdy punkt z H na siebie, a wigc mamy na przyktad

f((4,0,0)) = (4,0,0).
Mamy wiec, dla dowolnego punktu (z1, z2, z3) € R3:
f(.%'l,.%‘g,ﬂ?g) = (47070) + f,(($1,$2,33‘3) - (47070)) = (47070) + f/(ajl - 4,1‘2,1)3) =

1 3 3 5
= (4,0,0) + (2(961 —4)—mzo+x3,—(r1 —4) — 22 + 223, — (21 — 4) — —w2 + x3> =

4 2 2
1 3 3 )
= 5951—x2+$3+2,—x1—x2+2x3+4,—1x1—§x2+§x3+3

* * *

Mniej rachunkowy sposéb jest nastepujacy. Obrazem punktu (x1,x9,x3) przy rzucie f jest taki punkt
f((z1,29,23)) = (21,22, 23) + t(2,4, 3), ktéry nalezy do H. A zatem wyznaczamy ¢ za pomoca 1, T2, T3
rozwiazujac réwnanie (1 + 2t) + 2(zg + 4t) — 2(x3 + 3t) = 4, czyli réwnowaznie 4t = 4 — x1 — 29 + 2x3.
Zatem

f(@1, 2, 23)) = (21, 22,23) + (1 = — — — +



Zadanie 2. [18pt] Dla dowolnych a € R okreélamy funkcje h, : R* x R* — R wzorem:
ha((1, 22, 23, 24), (Y1, Y2, Y3, Y4)) = T1Y1 + ax1y2 + azays + 4xoys + 223y3 + 23y4 + Tays + azays.

a) Dla jakich wartosci parametru a € R funkcja h, jest iloczynem skalarnym na przestrzeni R*?

b) Niech M = {(x1,29,23,74) € R* : 21 + 29 + 23 + 24 = 3}. W przestrzeni (R*, hy) znalezé baze
przestrzeni T'(M)* oraz znalezé odleglogé punktu p = (1,0,0,0) od przestrzeni afinicznej M.

ROZWIAZANIE. Rozwazmy macierz G € My(R) o wyrazach hy(e;, €5), gdzie €1, €, €3, €4 jest bazg stan-
dardowa:

1 a 0 O
a 4 0 0
G = 0 0 21
0 01 a
Gléwne minory wiodace tej macierzy to wyznaczniki macierzy:
1 a 00
1] 1 a i Z 8 a 4 0 0
o la 4] 00 2 ’ 00 2 1|’
0 01 a

czyli liczby 1,4 — a?,2(4 — a?) oraz (4 — a?)(2a — 2). Liczby te sa dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnione sa jednoczesnie warunki |a| < 2 oraz 2a—1 > 0, czyli gdy a € (3,2). Funkcja h, spelnia zatem
warunki kryterium Sylvestera dla takich wtasnie wartosci parametru a.

Przechodzimy do rozwiazania (b). Przestrzen M jest warstwa przestrzeni T'(M ) opisanej réwnaniem
T1+x2+ 23+ 24 =0.
Wezmy baze tej przestrzeni postaci:
v =(-1,1,0,0), 72 =(-1,0,1,0), ~3=(-1,0,0,1)
Szukamy wszystkich wektoréw & = (dy,ds, d3,ds) € R* takich, z hi(7;,9) = 0. Réwnowaznie mozemy te

warunki przepisa¢ w postaci:
-1 100 i 0 0 3 00 0
-1 0 1 0]- d2=0:—1—121-2:0.
-1 0 0 1 3 0 -1 -1 1 1 3 0
0 dy 4

Stad dy = d3 = 0 oraz di = dy. A zatem T(M)+ = lin(1,0,0, 1), czyli jej baza jest np. {(1,0,0,1)}.

d1 dl

OO ==
O = =
—= N OO
_—_0 O
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Wezmy punkt ¢ = (3,0,0,0) € M. Odleglo$¢ punktu p od M réwna jest dlugosci rzutu wektora taczacego
p¢ = (2,0,0,0) na T(M)*. Skoro T(M)+ = 1in(1,0,0, 1), to szukany rzut ma postac:
hl((27 07 07 0)7 (17 07 07 1))
hl((la 07 07 1)7 (17 07 07 1))

-(1,0,0,1).

Mamy:

Stad szukany rzut ma postaé (2,0, 0,2) Kwadrat jego normy wyznaczamy liczac hi((2,0,0, 2), (2,0,0,2)):

1 100 2
40 0] |o
0 2 1 0
011 2
Zatem szukana odlegloéé punktu (3,0,0,0) od M w (R* hy) to 2v/2.

2 0 0 2. =3

OO =



Zadanie 3. [18 pt] W przestrzeni afinicznej R? ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest prosta
=(0,1,0) +1lin((1,2, 1)) oraz punkt py = (=3, —1,1).

a) Dla jakich s € R istnieje izometria f : R3 — R3 speliajaca warunki f(L) = L oraz f(po) = (s, 1, —s)?
b) Ile jest izometrii g : R® — R3 takich, ze g((0,0,1)) = (0,0,1) oraz dla kazdego punktu p € L mamy
g(p) = p? Dla kazdej takiej izometrii obliczy¢ g((0,0,0)).

ROZWIAZANIE. Zacznijmy od (a). Izometria to przeksztalcenie zachowujace odleglosé. Zauwazmy, ze
skoro prosta L przechodzi przy f na siebie, to odleglo$é punktéw py = (—3,—1,1) oraz (s,1,—s) od
prostej L musi by¢ jednakowa. Odleglo$é punktu od prostej L to norma rzutu ortogonalnego wektora
laczacego ten punkt z dowolnym punktem L na T'(L)*. Wektor taczacy (—3, —1,1) oraz punkt (0,1,0) € L
to (3,2, —1). Przestrzen T'(L)* opisana jest réwnaniem x4 2x2+x3 = 0. Baza ortogonalna tej przestrzeni
o (1,0,—1) oraz (1,—1,1). A zatem rzut ortogonalny (3,2, —1) na T(L)*

3,2,—1),(1,0,—1 3,2,—1),(1,—-1,1
<(1707_1)7(1’O’_1)> <(17—171)’(17_1’1)>

Wektor taczacy (s,1,—s) z (0,1,0) to (s,0,—s) € T(L)*. A zatem aby f bylo izometria potrzeba, aby
12,0, ~2)] = [[(5.0, —s)]| czyli s = +2.

Pokazmy, ze dla s = +2 rozwazane izometrie istnieja. Rozwazmy wektor taczacy punkt (0, 1,0) z punktem
f(po) = (s,1,—5). Jest to wektor (s,0,—s) € T(L)*, bo przestrzen T(L)* opisana jest réwnaniem
x1 + 2x9 + x3 = 0. Skoro f(L) = L, to (0,1,0) = f(qo), dla pewnego ¢o = (0,1,0) + #(1,2,1) € L.
Skoro wektor laczacy f(qo) oraz f(pg) jest prostopadly do T'(L), to wobec faktu, ze f’ jest izometrig
(zachowujaca iloczyn skalarny), réwniez wektor laczacy qo oraz pg = (—3,—1,1) musi by¢ prostopadty
do L. Mamy qopy = (t,2t + 1,t) — (=3,—1,1) = (¢t + 3,2t + 2,¢ — 1). Ten wektor nalezy do T(L)*, jesli
spelnia réwnanie x; + 229 + 23 =0, czylit +3+4t+4+t—1=0, co daje t = —1. Stad
qo = (_17_17_1)7 f((—l,—l,—l)) = (07170)'

A zatem na prostej L przeksztalcenie f jest przesunieciem o wektor (1,2,1). Dla parametru s = —2 ma-
my f((=3,-1,1)) = (=2,1,2), a wiec za szukang izometri¢ f na R3 mozna wziaé przesuniecie o wektor
(1,2,1). Dla s = 2 niech f bedzie przesunieciem o wektor (1,2,1) zlozonym z odbiciem wzgledem proste;
L wzdtuz T(L)* > lin(1,0,—1). Wtedy f to izometria, f(L) = L oraz f((—3,—1,1)) = (2,0, —2), bo
przy tym odbiciu punkt (—2,1,2) = (0,1,0) + (2,0, 2) przechodzi na (0,1,0) — (—2,0,2) = (2,1, —-2).

Przechodzimy do punktu (b). Skoro dla kazdego p € L mamy mieé g(p) = p, to w szczegdlnosci

9((0,1,0)) = (0,1,0) oraz g(—1,—1,—1) = (—1,—1,—1). Mamy tez oczywiscie ¢((0,0,1)) = (0,0,1).

W rezultacie ¢'((0,1,—1)) = (O, , ) oraz ¢'((1,2,1)) = (1,2,1), czyli ¢’ jest identycznoscia na
1111((0,1,—1),(1,2,1)).

Przestrzen prostopadla do tej dwuwymiarowe]j przestrzeni stalej (dla ¢’) jest jednowymiarowa i zlozona
z wektoréw (x1,xe,x3) speliajacych:
0 1 —1] |7H _To
12 1 2 7 o)
T3

czyli jest to przestrzen lin((—3,1,1)). Ta przestrzen jest niezmiennicza przy izometrii ¢’, bo izometria
zachowuje prostopadlo$é. Zatem wektor (—3,1,1) przechodzi na t(—3,1, 1), dla pewnego t. Jednak jego
norma nie zmienia sie przy izometrii, wiec t = +1. Obrazem (—3,1,1) przy ¢’ musi by¢ wiec (—3,1,1)
lub (3,—1,—1). Mamy zatem dwie izometrie g spelniajace warunki zadania. Rozwazmy je osobno.
e Jedli ¢'((—3,1,1)) = (—3,1,1), to ¢’ =id i skoro ¢((0,0,1)) = (0,0,1), to dostajemy g = id. Stad
9((0,0,0)) = (0,0,0).

o Jesli ¢'((—3,1,1)) = (3,—1,—1), to ¢’ jest symetria prostopadla wzgledem plaszczyzny T postaci
(0,0,1)+1in((0,1,—1), ( 2, 1)). Plaszczyzna ta jest opisana réwnaniem —3x; +x2+23 = 1. Rzut

prostopadly (0,0,0) na ta plaszczyzne to pewien punkt (0,0,0) + ¢(—3,1,1), ktéry spelia réw-
nanie wyzej. Stad t = % A zatem obraz (0,0,0) w symetrii prostopadlej wzgledem plaszczyzny
T to punkt
2 6 2 2
Z(=3,1,)=(-——, =, 2 ) = .
00,0+ 35 (-3.1.1) = (=17 17017 ) = 9(0:0.0)



Zadanie 5. [18 pt] Zbiér punktéw {po,p1,...,pn} przestrzeni euklidesowej afinicznej (R”, (, )) ma na-
stepujaca wlasnosé: odlegltosé dowolnych dwoch réznych punktéw tego zbioru réwna jest 1.

a) Niech o = pop;, dlai = 1,...,n. Wyznaczyé macierz Grama G(az, . .., ay).
b) Pokazaé, ze uktad punktéw {po,pi,...,pn} jest baza punktowa przestrzeni afinicznej (R™, (, )).

c¢) Dla kazdego 0 < k < n okreSlamy Ly = af(po, ..., pk), Sk = af(pgs1,-.-,pn). Wykazaé, ze Ly NSk = 0.
Dla n = 3 wyznaczy¢ odlegltosé prostych af(pg, p1) oraz af(ps, ps).

ROZWIAZANIE. Zacznijmy od (a). Zauwazmy, Ze o; — o = popi — Pop; = P;pi- Przypomnijmy, ze dla
wektoréow «, 8 przestrzeni euklidesowej mamy:

200, B) = lal* +18I° — la = BII* = 2ai, a5) = lpopill* + llpopil* — PPl

Dowodzimy (b). To, ze {po,p1,---.,pn} jest baza punktowg R" jest réwnowazne temu, ze aq, ..., ay, jest
baza R". Zgodnie z twierdzeniem z wykladu jest rownowazne temu, ze macierz Grama G(aj, ..., ay,) jest
odwracalna. To z kolei pokazujemy dowodzac, ze r(G(a1,...,a,)) = n. Robimy to przez operacje ele-
mentarne. Wypisujemy macierz 2G(a1, . .., a,) i odejmujemy ostatni wiersz od poprzednich. Dostajemy:

21 ... 11 10 ... 0 —1

1 2 ... 11 o1 ... 0 -1

LA S A P
1 1 ... 21 00 ... 1 -1
11 ... 1 2 11 ... 1 2

Jest jasne, ze pierwsze m — 1 wierszy uzyskanej macierzy jest liniowo niezaleznych, a ostatni nie jest
kombinacja liniowa wczesniejszych (patrz pierwsze n — 1 wspélrzednych). Stad mamy teze.

Dowodzimy (c). Zal6zmy przeciwnie, ze dla pewnych ukladéw wag ag, ..., ar oraz bgiq,...,b, mamy

aoppo + a1p1 + ... + agpr = bpp1pr1 + ...+ bupp.

Mamy ag+a1+...+ax —bgr1—...— by, = 1—1 = 01 wyrazenie wyzej mozna réwnowaznie przeksztalcié:
aopo + a1p1 + ... 4+ agpr — bkt 1Prs1 — -+ — bppn + (a0 + a1+ ...+ ap —bpy1r — ... — bp)po =
Ce- Ce- —
a1popi + azpop2 + - - + akPopPk — bk+1P0Pk+1 — - - - — bppopn =
araq + agag + ...+ ago — bpr1Qgr1 — ... — by =0
Jednak jedna z liczb a;, b; jest niezerowa, a uktad aq,...,a;, jest liniowo niezalezny. Sprzecznosc.

Przechodzimy do ostatniej czesci. Niech K = af(po, p1) oraz L = af(pa, p3). Mamy

T(K)= a1, T(L)=pap3s=pops —popz = a3 — Q.
Odlegtosé d prostych K oraz L réowna jest dlugosci rzutu wektora taczacego dowolne dwa jej punkty
na przestrzen prostopadla do lin(7'(K),T(L)). Ten wektor taczacy to moze byé np. pops = as, zas owa
przestrzen, na ktéra rzutujemy to lin(ay, a3 — a)t. Zgodnie z twierdzeniem z wykladu (typu ,objetogé
= podstawa x wysoko$¢”) mamy:

J— W, a3 — ag, a3)
W, az — az)
Bez trudu wyznaczamy

G(ar, a3 — g, 03) =

= O =
= = O
— O[] —

., 2
skad szukana odleglosé¢ to %

Uwaga 1. Idea geometryczna: realizujac wierzcholki czworoscianu foremnego jako wierzchotki sze$cianu

o krawedzi ? (krawedzie czworoscianu to przekatne Scian bocznych szeScianu) dostajemy uzyskang od-

powiedz, bo szukana odleglo$é¢ prostych réwna jest odlegltosci przeciwleglych Scian szescianu.

Uwaga 2. Zachecam Czytelnika do pokazania, ze p(Lg, Si) réwna jest, w zaleznosci od n:

W(ala"‘7ak7an_ak+17"'7an_an—17an): n+1
W, .oy Oy Oy — Qg1+ -+ Oy — Q1) 2(k+1)(n—k)




Zadanie 6. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace szesé¢ pytan [6 x 3 pt]:

1. Zalézmy, ze przeksztalcenie afiniczne f : H — H ma dokladnie jeden punkt staly, tzn istnieje doktadnie
jeden punkt py € H taki, ze f(pg) = po. Pokazad, ze nie istnieje niezerowy wektor v € T(H), ze f'(v) = v.

OprPOWIEDZ: W przeciwnym razie mielibySmy f(po + v) = f(po) + f'(v) = po + v, czyli réwniez punkt
po + v € H bylby réznym od py punktem stalym f, co przeczy jedynosci pg.

2. Pokazad, ze istnieje wiecej niz jedna macierz ortogonalna @ € M3(R) spelniajaca warunek

f

ODPOWIEDZ: Zauwazmy, ze w R? ze standardowym iloczynem skalarnym wektory (3,0,4) oraz (5,0,0)
maja rowne normy. Wystarczy wiec, aby ) byto macierza takiej izometrii w bazie standardowej, ktora
przeprowadza (3,0,4) na (5,0,0). Jedna jest oczywiscie obrét. Inna (bo majaca ujemny wyznacznik) —
symetria wzgledem dwusiecznej kata utworzonego przez te wektory.

3. Niech A € M,,(R). Podprzestrzenn W przestrzeni euklidesowej R™ ze standardowym iloczynem skalar-
nym zlozona jest z wektoréw postaci Av, gdzie v € R™. Uzasadnié, ze podprzestrzen W+ zlozona jest
z rozwiazan jednorodnego ukladu réwnan liniowych o macierzy A”.

ROZWIAZANIE: Przestrzen W rozpieta jest przez kolumny macierzy A, a zatem réwniez przez wiersze
macierzy A”. Niech a = (a1,...,a,) bedzie wierszem macierzy AT. Wektor 2 = (21,...,2,) € R jest
prostopadly do o wtedy i tylko wtedy, gdy aix1 + ...+ apx, = 0.

4. Wskazaé za pomoca wzoru przyklad iloczynu skalarnego (,) : R3 x R® — R takiego, by uktad wektoréw
ai = (1,0,0), a0 = (0,—1,0), a3 = (1,0, 1) byt baza ortogonalna (R3, (,)).

ODPOWIEDZ: Rozwazmy macierz G € M3(R) postaci

1 0 -1
0 1 0].

-1 0 2

G =

Z kryterium Sylvestera gtéwne minory wiodace tej macierzy to odpowiednio 1,1,1. Jest to wiec macierz
Grama iloczynu skalarnego (, ) danego wzorem ((x1, 2, x3), (Y1, Y2, Y3)) = T1y1—21Y3—T3Yy1+T2y2+2x3Y3.
Latwo widzie¢, ze ((1,0,0), (0,—1,0)) = ((1,0,0),(1,0,1)) = ((1,0,1),(0,-1,0)) = 0.

5. W przestrzeni liniowej R3 ze standardowym iloczynem skalarnym zorientowanej zgodnie z baza stan-
dardowa podaé przyklad wektora « takiego, ze (1,—1,0) x a = (1,1,0).

%,%,%). Jest on prostopadly do (1,1,0) i nie jest
wielokrotnoscia (1, —1,0). Ma on norme 1, a wiec ||(1,—1,0) x || = ||(1, 1,0)||. Wreszcie, uktad wektoréw

A=((1,-1,0),(1,1,0), (%, %, %)) jest bazg R? oraz

ODPOWIEDZ: Jest to na przyklad wektor a = (

11 %
M(id)y = [-1 1 ?
0 0 —

Macierz ta ma niewatpliwie dodatni wyznacznik, wiec baza A jest dodatnio zorientowana i rzeczywiscie
« spelnia rownanie wyzej.

6. Macierz Grama bazy standardowej €1, €2, €3 przestrzeni euklidesowej (R3, (,)) jest réwna:

1 00
G(e1,€2,€3) = |0 2 0f.
0 0 3
Wyznaczy¢ kosinus kata § pomiedzy wektorami o = (2,1, —4) oraz 8 = (1, —1,3) w przestrzeni (R3, (,)).
ODPOWIEDZ: Szukany kosinus réwny jest —%. Wyznaczamy go z zaleznosci |af| - ||5]| - cos0 = {(«, ).

Mamy ||a]| = /T-22+2-12+3-(—4)2 = /54 oraz ||| = V1-12+2- (—1)2+3- 3% = /30, a takze
(a,8) =2-1+4+2-1-(=1)+3-(—4) -3 = —36. Stad

36 2
V30-v6d V5

cosf =



