GAL II Kolokwium 2, 19 maja 2022

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer
grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego i numer zadania.

Zadanie 1. [18 pt] W przestrzeni afinicznej R? rozwazamy podprzestrzenie afiniczne
L =af((1,1,1),(3,5,4)), H:x1+2x3— 223 =4.

Niech f : R? — R3 bedzie rzutem na H wzdtuz L oraz niech g : R? — R3 bedzie jednoktadnoscia o srodku
(5,5,5) i skali 3.

a) Znalezé obraz punktu p = (0,1,1) w przeksztalceniu g o f.

b) Wyznaczyé wzoér przeksztalcenia f.

Zadanie 2. [18pt] Dla dowolnych a € R okreélamy funkcje h, : R* x R* — R wzorem:
ha((w1, 22, 23, 24), (Y1, Y2, Y3, Ya)) = T1y1 + ax1y2 + axzyr + 4r2ys + 203y3 + T3ys + Tay3 + aT4ys.

a) Dla jakich wartoéci parametru a € R funkcja hq jest iloczynem skalarnym na przestrzeni R*?

b) Niech M = {(x1,72,23,24) € R* : 21 + 29 + 23 + 24 = 3}. W przestrzeni (R*, h;) znalezé baze
przestrzeni T'(M )+ oraz znalezé odleglogé punktu p = (1,0,0,0) od przestrzeni afinicznej M.

Zadanie 3. [18 pt] W przestrzeni afinicznej R? ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest prosta
L =1(0,1,0) +1in((1,2,1)) oraz punkt pg = (=3, —1,1).

a) Dla jakich s € R istnieje izometria f : R® — R? spelniajaca warunki f(L) = L oraz f(po) = (s,1,—5)?

)
b) Ile jest izometrii g : R® — R3 takich, ze g((0,0,1)) = (0,0,1) oraz dla kazdego punktu p € L mamy
g(p) = p? Dla kazdej takiej izometrii obliczy¢ ¢((0,0,0)).

Zadanie 4. [10 pt] Niech A = {ay, ..., a,} bedzie ukladem prostopadlym niezerowych wektoréw w prze-
strzeni euklidesowej (V, (, )).

(a) Pokazaé, ze uktad A jest liniowo niezalezny.

(b) Zal6ézmy, ze A jest baza prostopadla (V,(,)). Wypisa¢ wspélrzedne dowolnego wektora o« € V
w bazie A, uzywajac iloczynéw skalarnych wektoréow o, aq, ..., a,. Odpowiedz uzasadnié.

Zadanie 5. [18 pt] Zbiér punktéw {pg,p1,...,pn} przestrzeni euklidesowej afinicznej (R™, (, )) ma na-
stepujaca wlasnosé: odlegltosé dowolnych dwoch réznych punktéw tego zbioru réwna jest 1.

a) Niech o = pop;, dlai = 1,...,n. Wyznaczyé macierz Grama G(az, . .., ay).

b) Pokazaé, ze uklad punktéw {po,p1,...,pn} jest baza punktowa przestrzeni afinicznej (R™, (, )).

c¢) Dla kazdego 0 < k < n okreslamy Ly = af(po,...,pk), Sk = af(pr+1,-..,pn). Wykazaé, ze
LpyNS,=0.

Dla n = 3 wyznaczy¢ odleglosé prostych af(pg, p1) oraz af(pe, ps).



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia
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Podpisaé niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 6. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace szesé¢ pytan [6 x 3 pt]:

1. Zal6zmy, ze przeksztalcenie afiniczne f : H — H ma dokladnie jeden punkt staly, tzn istnieje doktadnie
jeden punkt py € H taki, ze f(pg) = po. Pokazaé, ze nie istnieje niezerowy wektor v € T(H), ze f'(v) = v.

2. Pokazad, ze istnieje wiecej niz jedna macierz ortogonalna @ € M3(R) spelniajaca warunek
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3. Niech A € M,,(R). Podprzestrzen W przestrzeni euklidesowej R"™ ze standardowym iloczynem skalar-
nym zlozona jest z wektoréw postaci Av, gdzie v € R™. Uzasadnié, ze podprzestrzen W+ zlozona jest
z rozwiazah jednorodnego ukladu réwnan liniowych o macierzy AT.

UWAGA! Pytania 4-6 znajduja sie na drugiej stronie kartki.



4. Wskazaé za pomoca wzoru przyklad iloczynu skalarnego (,) : R3 x R? — R takiego, by uktad wektoréw
ai = (1,0,0), a0 = (0,—1,0), a3 = (1,0, 1) byt baza ortogonalng (R?, (,)).

5. W przestrzeni liniowej R3 ze standardowym iloczynem skalarnym zorientowanej zgodnie z baza stan-
dardowa podaé przyklad wektora « takiego, ze (1,—1,0) x a = (1,1,0).

6. Macierz Grama bazy standardowej €1, €2, €3 przestrzeni euklidesowej (R3, (,)) jest réwna:
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Wyznaczy¢ kosinus kata § pomiedzy wektorami o = (2,1, —4) oraz 8 = (1, —1,3) w przestrzeni (R3, (,)).



