GAL II Kolokwium 1, 31 marca 2022, rozwigzania

Zadanie 1. [18pt] Dla kazdego t € C okre$lamy macierz

00 ¢t
A= |1 0 —1| e M3(C).
01 ¢t

a) Dla jakich wartosci parametru ¢ macierz A; jest diagonalizowalna nad C?

b) Niech B = A;. Wyznaczyé¢ B0,

RozwIiAZANIE. Wielomian charakterystyczny macierzy A; ma postac:

-\ 0t
wa,N) =11 =X —1[=X0t=-N+t—A=N+1)(t—N).
0 1 t—2x

Dla t # —i,1 powyzszy wielomian ma trzy rézne pierwiastki, a wiec macierz A; jest diagonalizowalna na
mocy faktu z wykladu. Do rozpatrzenia pozostaly zatem przypadki gdy ¢ = —i oraz gdy t = .

e Dla t = —¢ macierz A_; ma wartodci wlasne —:¢ oraz 7. Ponadto:
i 0 —i - 0 =i
r(A;j+il)=r|1 & -1 =2, r(A;—i)=r|1 —i —-1|=2.
01 0 0 1 —2¢

a zatem dim V(_; = 1 oraz dim V(;) = 1. Stad suma wymiaréw podprzestrzeni wlasnych endo-
morfizmu zadanego macierzg A_; nie jest réwna 3, czyli macierz A_; nie jest diagonalizowalna.

e Dla t = ¢ macierz A; ma wartosci wlasne —i oraz i. Mozemy rozumowaé¢ podobnie jak dla
t = —i lub zauwazy¢, ze macierz A; powstaje przez sprzezenie zespolone kazdego wyrazu z A_;.
W skrécie: A; = A_;. Przy tej definicji mamy XY = XY, dla dowolnych X, Y € M,,(C). A zatem
gdyby istniala macierz odwracalna C' € Mj3(C) oraz macierz diagonalna D € M;3(C) taka, ze
Ai=C"'DC,to A=A, =C'DC=C "-D-C, czyli réwniez A_; bylaby diagonalizowalna
(i podobna do macierzy diagonalnej D). W rezultacie macierz A; nie jest diagonalizowalna.

Uwaga. Kazda z macierzy A_; —il, A_; +il, A; —il, A; + il jest postaci:

* k%
1 % x|,
0 1

wiec skoro zadna z nich nie jest maksymalnego rzedu, to kazda musi byé¢ rzedu 2. Zatem wymiary roz-
wazanych podprzestrzeni wlasnych endomorfizméw zadanych macierzami A_; oraz A; wynosza 1.

Przechodzimy do rozwiazania punktu (b).
Sposéb 1. Wiemy juz, ze B = A; jest diagonalizowalna nad C. Ma ona warto$ci wtasne 1,4, —i. A zatem

10 07"
B —c=t. 10 i 0 . C,
0 0 —i

gdzie C jest macierza odwracalng. Zauwazmy, ze juz czwarta potega macierzy diagonalnej majacej na
przekatnej 1,7, —i réwna jest macierzy identycznosciowej I. A zatem B0 =C-1.1.C =1.

Uwaga. Nietrudno sprawdzié, ze dla endomorfizmu ¢ € End(C?) danego w bazach standardowych macie-
rzg B mainy ‘/(1) - (1707 1)7 Vv(z) - (17 _(1 + Z)7Z)7 ‘/(—7,) - (17 _(1 - Z)? _Z) St@d mainy

cl=

1 1 1
0 —(1+1) —(1-1)].
1 i —i

Znajomosé bazy C? ztozonej z wektoréw wiasnych endomorfizmu zadanego macierzg B nie jest koniecz-
na do przeprowadzenia powyzszego rozwiazania (ale jest przydatna przy innych postaciach diagonalnych).

Sposéb 2. Zauwazmy, ze wp = (A2 + 1)(1 — A) = =23 + A2 — X\ + 1, co na mocy twierdzenia Cayleya-
Hamiltona oznacza, ze —B3 + B> — B+ 1=0= B*=1. A zatem B =I.



Zadanie 2. [18 pt] Dla kazdego s € R okreslamy macierz:

1 0 0 0
0 1 -1 1
Xo=|1 o 5 ol eM®).
0 0 0 2

a) Wyznaczy¢ macierz w postaci Jordana podobna do macierzy X, w zaleznosci od parametru s.
b) Znalezé baze Jordana endomorfizmu ¢ € End(R?*) zadanego warunkiem M(¢)$! = X;.
RozwiAzANIE. Wielomian charakterystyczny macierzy X ma postac:

1—A 0 0
0 1-Xx -1
-1 0 s— A
0 0 0 2— A\

o = O

wx, (A) = — (1= N)2(2 = A)(s - A).

Endomorfizm ¢, € End(R*) dany w bazie standardowej macierza X, ma zatem wartosci wlasne 1,2, s.
Rozwazamy osobno przypadek, gdy s = 2 oraz przypadek gdy s # 2.

e Przypadek 1, dla s = 2. Wéwczas obydwie wartosci wlasne 1,2 endomorfizmu ¢ majg krotnosci
algebraiczne 2. Mamy tez:

0 0 0 O -1 0 0 O

0 0 -1 1 0 -1 -1 1
T(XQ—I)— 10 1 0 —3, T(XQ—QI)— 1 0 0 0 = 2.

0 0 0 1 0 O 0 0

A zatem macierz Xs mozna sprowadzi¢ do macierzy w postaci Jordana o 1 klatce rozmiaru 2 x 2
odpowiadajacej wartosci wlasnej 1 oraz o dwdch klatkach 1 x 1 odpowiadajacych wart. wlasnej 2.

e Przypadek 2, dla s # 2. Mamy

00 0 0
0 0 -1 1
rX=D=11 9 51 0| =%
00 0 1

A zatem dla s # 2 mamy jedna klatke odpowiadajaca wartosci wlasnej 1. Dostajemy zatem dwa
przypadki:
— Dla s = 1 macierz X; mozna sprowadzi¢ do macierzy w postaci Jordana o 1 klatce rozmiaru
3 x 3 odpowiadajacej wartoéci wlasnej 1 oraz klatce 1 x 1 odpowiadajacej wartosci wlasnej 2.
— Dla s # 1,2 macierz X, mozna sprowadzié¢ do macierzy w postaci Jordana o 1 klatce rozmiaru
2x2 odpowiadajacej wartosci wlasnej 1 oraz po jednej klatce 1x 1 odpowiadajacej wartosciom
wlasnym 2 oraz s.

Przechodzimy do (b). Dla s = 1 endomorfizm ¢ ma wartosci wlasne 1,2 i zgodnie z rachunkami wyzej
wiemy, ze ¢ ma w pewnej bazie J = {01, B2, 03, 01} macierz:

110
011
M@)7=10 0 1
000

Widzimy, ze (0,1,0,0) jest wektorem wlasnym ¢ o wartosci wlasnej 1 i mozemy przyjaé¢ 51 = (0,1,0,0).
Aby wyznaczyé (e rozwiagzujemy uktad:

il 0 0 0 0 X1 0

2| |0 0 —1 1| |z |1
(X1 —1)- zs|  |=1 0 0 0| |z3| — |0’

T4 0O 0 0 1 T4 0]

Mamy zatem (2 = (0,0,—1,0). Dalej rozwiazujemy réwnanie (X1 — I)f3 = [2, uzyskujac na przyklad
B3 = (1,0,0,0). Nastepnie znajdujemy wektor wlasny o wartoéci wlasnej 2, na przyklad g4 = (0,1,0,1).



Zadanie 3. [18 pt] Niech 7 C R* bedzie plaszczyzna opisana ukltadem:

2x1 +10 —x3 =2
4x1 + x4 = 5.

a) Wyznaczy¢ baze punktows plaszczyzny .
b) Podaé przyktad takiej ptaszczyzny 7’ przechodzacej przez punkt (0,1,0,1), ze af(rUn’) = R*, poprzez
wskazanie parametryzacji plaszczyzny 7.
ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze punkt (z1, ze, 3, z4) = (1,0,0, 1) jest rozwiazaniem ukladu opisujacego ,
a zatem nalezy do m. Przestrzen styczna do m opisana jest ukladem jednorodnym:

2x1 +x90 —2x3 =0

4x1 + x4 =0.
Latwo sprawdzamy, ze

T(mw) =1in((0,1,1,0),(-1,2,0,4)).
A zatem punkty (1,0,0,1)+(0,1,1,0) = (1,1,1,1) oraz (1,0,0,1)+(—1,2,0,4) = (0,2,0,5) naleza do m,
zas uktad
(1,0,0,1),(1,1,1,1),(0,2,0,5)
jest afinicznie niezalezny i rozpina m, czyli jest poszukiwana baza punktowa.
Przechodzimy do (b). Punkt (0,1, 0, 1) oczywiscie nie nalezy do 7. Szukamy punktu py takiego, by uklad
bo = (170707 1)7 b1 = (171’1’1)a b2 = (072a0a5)7 b3 = (0513071), b4

byt baza punktowa R*. Wtedy rozwiazaniem bedzie np. plaszczyzna 7' = af(pg, p3, p4). W istocie problem
sprowadza sie teraz do dopelnienia uktadu:

m:(0717170)7 m:(_1727074)7 MZ(-LLO,O)

do bazy przestrzeni liniowej R* dowolnym wektorem pops. Latwo widaé, ze mozna to zrobié¢ na przyklad
za pomoca wektora (0,0,1,0). A zatem uklad bazowy znalezionej przez nas plaszczyzny to

(1,0,0,1);(-1,1,0,0),(0,0,1,0)
i mozemy napisa¢ jej parametryzacje:
(s,t) — (1,0,0,1) + s(—1,1,0,0) + ¢(0,0,1,0), s,t€R.

Zadanie 4. [10 pt] Niech H bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni liniowej V' nad K. Wykazaé, ze
nastepujace warunki sa rownowazne.

(a) H jest zamkniety ze wzgledu na kombinacje afiniczne.
(b) H jest warstwa podprzestrzeni V.

ROzwWIAZANIE. Dowodzimy (i) = (ii). Zalézmy, ze H jest zamkniety ze wzgledu na kombinacje afiniczne.
Wybieramy pg € H. Niech W = {pop|p € H}. Wykazemy, ze W jest podprzestrzenia przestrzeni V.
Wezmy dowolne oy, a0 € W, czyli pewne popi, pops, dla pewnych pi,p2 € H. Wezmy tez dowolne
ai,as € K. Niech ag =1 — a1 — ag. Zbiér H jest zamknigty ze wzgledu na kombinacje afiniczne, wiec

p = appo + aip1 + asps € H.

Stad wektor pop nalezy do W. Ale pop = a1popi + aspops = aioq + agas. Stad ajaq + asoe € W, co
wobec dowolnosci a1, as, a1, as dowodzi, ze W jest podprzestrzenig przestrzeni V. Ponadto H = py + W
na mocy definicji W. Zatem H jest warstwa podprzestrzeni W w V.

Dowodzimy (ii) = (i). Zalézmy, ze H = q + W, dla pewnego ¢ € V oraz pewnej podprzestrzeni W
przestrzeni V. Niech pg, ...,pr € H oraz ag,...,ax € K, przy czym ag+...+ar = 1. Wowczas p; = q¢+ay,
dla pewnych o; € W, gdzie ¢t =0, ..., k. Zatem

k k k k
Zaipi = Zai((J-i-Oéi) = Zaz’Q+ZaiOéi =q+t7,
i=0 i=0 =0 i=0

gdzie v = apgag + ... + aray jest kombinacja liniowa wektorow przestrzeni W, wiec nalezy do W. Stad
agpo+ .-+ appr =q+v € q+ W = H. Zatem H jest zamkniety ze wzgledu na kombinacje afiniczne.



Zadanie 5. [18 pt] Endomorfizmy ¢, skofczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V' # 0 nad cialem
liczb zespolonych spetniajg warunek ¢? = idy = 2.

a) Pokazadé, ze jesli dla pewnego niezerowego wektora v € V oraz pewnych a, b € C spelniona jest réwnosé:
v=a-6(v) +b-v(v),
to b jest wartosciag wlasna endomorfizmu 1) — (a - ¥ o ¢) przestrzeni V.

b) Pokazaé, ze istnieje taka niezerowa liczba a € C, ze endomorfizm ¢ — (a - ¥ o ¢) przestrzeni V ma
niezerowa warto$¢ wlasna.

c¢) Pokazaé, ze istnieje podprzestrzen U C V wymiaru 1 lub 2, ktéra jest zaréwno ¢-niezmiennicza, jak
i 1-niezmiennicza. W rozwiazaniu mozna korzystaé z tezy punktu (b).

ROZWIAZANIE. Skoro v = a-¢(v) +b-1(v), to Y(v) = a- (Yo d)(v) +b-vY(v)2 =a- (o) (v)+b-v. A za-
tem ¢(v)—a-(og)(v) = b-v. Skoro v # 0, to v jest wektorem wlasnym ¢ — (a-1po¢) o wartoéci wlasnej b.

Dowodzimy (b). Z uwagi na to, ze rozwazamy endomorfizmy przestrzeni zespolonej wiadomo, ze dla
kazdego a € C endomorfizm 1) — a -1 0 ¢ ma wektor wlasny. Gdyby nie istnialo takie a # 0, ze ¥ —a - o ¢
ma niezerowa warto$¢ wlasna to by znaczylo, ze kazdy taki endomorfizm ma wartos¢ wtasna réwna 0.
Innymi stowy dla dowolnego a # 0 istnialby niezerowy wektor v taki, ze

(¢ —ay 0 9)(v) = 0= P(v) = app($(v)).

Obkladajac réwnosé wyzej endomorfizmem v oraz korzystajac dwukrotnie z warunku ¥? = id dostajemy

Y (v) = v = ag(v).
A zatem dla a # 0 wektor v jest wektorem wlasnym ¢ o wartoéci wlasnej a~!. Tymczasem skoro ¢? = id,
to wartosciami wlasnymi ¢ moga by¢ jedynie 1 lub —1, bowiem jesli dla pewnego niezerowego wektora
w € V mamy ¢(w) = A - w, to z warunku ¢? = id mamy:
w = ¢*(w) = ¢p(d(w)) = ¢\ -w) = NPw= N -Dw=0= I —-1=0 (skorow # 0).

A zatem dla dowolnego a ¢ {—1,1} endomorfizm ©) —a-¢o1) ma niezerowa wartos¢ wlasna (dla a = 0 tez).

Dowodzimy (c). Niech v bedzie wektorem wlasnym endomorfizmu ¢ —a- ¢ o1 odpowiadajacym niezerowej
wartosci wlasnej b. Wowcezas ¥ (v) = ap(é(v)) +bv. A zatem obkladajac powyzsza réwnosé przez ¢ mamy
v = a¢(v) + bp(v). Niech U = lin(v, ¢(v)). Mamy ¢?(v) = v, wiec U jest podprzestrzenia cykliczng
wymiaru < 2 (a skoro v # 0, to dim U > 1). Jednoczesnie skoro a,b # 0, to powyzsza réwno$é¢ implikuje
U = lin(v,¥(v)). A zatem U jest jednoczes$nie ¢-niezmiennicza i ¢-niezmiennicza.

Zadanie 6. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace pytania [6 x 3 pt]:
1. Czy podzbiér X = {A € M,,(K) : tr(A) = 1} jest podprzestrzenig afiniczna w M, (K)?

OpprowlIEDZ: Tak. Zbiér macierzy Y = {4 € M, (K) : tr(4) = 0} jest podprzestrzenia liniowa M,,(K),
za$ biorac macierz Fy1, ktéra ma jedyny niezerowy wyraz réwny 1 w pierwszym wierszu i kolumnie mamy
X =E11 +Y, czyli X jest warstwa podprzestrzeni liniowej w M, (K).

Uwaga. Niekoniecznie X = %I%—Y, bo tr(I) bywa zerem. A dla K = Z,, gdzie p|n, napis % nie ma sensu.

2. Wielomian charakterystyczny endomorfizmu ¢ réwny jest (1 — A)'9, przy czym dimker(¢ — id) = 5,
dim ker(¢ — id)? = 8 oraz dim ker(¢ — id)? = 9. Podaé macierz endomorfizmu ¢ w bazie Jordana.

ODPOWIEDZ: Jedyna warto$cig wlasng endomorfizmu ¢ jest 1. Krotnos$é algebraiczna tej warto$ci wlasnej
to 10, a wiec jest to takze suma rozmiaréw klatek Jordana odpowiadajacych tej wartosci wlasnej. Wiedzac,
ze dla dowolnego 1 € End(V) mamy dim V' = dimim + dim ker ¢, dostajemy: r(¢ — id)°? = 10 oraz
r(p—id) =5, r(¢p—id)? =2, r(¢p—id)>=1.

Stad w macierzy endomorfizmu ¢ w postaci Jordana mamy:

e 5 = ¢ = 10 — 5 klatek Jordana rozmiaru nie mniejszego niz 1,

e 3 =gy =5 — 2 klatek Jordana rozmiaru nie mniejszego niz 2,

e 1 =¢q3 =2 —1 klatek Jordana rozmiaru nie mniejszego niz 3.

A zatem mamy 2 klatki rozmiaru 1 x 1, 2 klatki rozmiaru 2 x 2 oraz jedna klatke rozmiaru 4 x 4 —
wszystkie odpowiadajace wartosci wlasnej 1.



3. Czy macierz E g] jest diagonalizowalna nad cialem Z3?7

ODPOWIEDZ: Nie. Sposéb 1. Wielomian charakterystyczny tej macierzy to:
2—A 2

1 2-X

Wielomian ten nie ma pierwiastkéw w Zs (aby to sprawdzié, podstawiamy A = 0, 1,2), a zatem macierz
ta nie ma wartosci whasnych w Zs. Nie istnieje wigc baza Z3 ztozona z wektoréw wlasnej tej macierzy.

=(2-N)"—2=X - +2

Sposéb 1°. Mozliwe wartoéci wtasne to 0,1,2. Odejmujemy od wyjsciowej macierzy kolejno macierze
0, 1,21 i sprawdzamy, ze wszystkie maja rzedy 2. A zatem wyjSciowa macierz nie ma wartosci wlasnych.

4. Macierz rzeczywista A rozmiaréw 2 x 2 ma wartoéci wtasne 1 i 2. Wyznaczy¢ det(A3 — 342 + A +51).
ODPOWIEDZ: 12. Pokazemy dwa sposoby rozwigzania tego zadania.
Sposéb 1. Traktujemy A jako macierz endomorfizmu ¢ przestrzeni dwuwymiarowej w bazie standardowej.

Woéwezas wartoéé det(¢® —3¢2+¢-+5id) nie zalezy od wyboru macierzy przeksztatcenia ¢. W szczegdlnosci,
skoro endomorfizm ¢ ma dwie rézne wartoéci wlasne, to jest on diagonalizowalny i ma w pewnej bazie

) 10
macilerz J = {0 2:| . A zatem
12—-3-1241+45 0
3 _ 942 _ 3_ 972 _ _
det(A® — 3A% + A+ 5I) = det(J> — 3J% 4+ J + 51) 0 9% _5.92 4945 12.

Sposéb 2. Zauwazmy, ze macierz A musi mie¢ wielomian charakterystyczny postaci:
A=1DA=2) =X -3x+2.
7Z twierdzenia Cayleya-Hamiltona wynika, ze A%2 — 34 4+ 2I = 0. Tymczasem:
(A2 —3A+20)A =A% —3A% + 24 = A® —3A% + 24 = 0.
Stad
det(A% —34% + A4 5I) = det(—A + 51).

Wartosciami wlasnymi —A + 51 sa —1 + 5 = 4 oraz —2 + 5 = 3. Natomiast det(—A + 5I) to iloczyn
wartosci wtasnych macierzy —A + 51, czyli 12.

5. Niech n > 1 oraz niech ® € End(M,(R)) bedzie dany wzorem ®(M) = M7, dla kazdej macierzy
M € M,,(R). Znalez¢ wartosci wlasne tego endomorfizmu.

ODPOWIEDZ: —1 oraz 1. Zauwazmy, ze ®>(M) = M, a zatem ®2 = id. Jedli A jest wartosciag wlasna ®.
za$ M — wektorem wlasnym o wartosci wlasnej A, to:

M=3*M)=X-®(M) =X M= (\>-1)M = 0.

Skoro M jest macierza niezerowa, to A moze mieé¢ jedynie warto$¢ —1 oraz 1. Oczywidcie obydwie te
warto$ci wlasne sa przyjmowane. o ile n > 1. Wektorem wilasnym o warto$ci wlasnej 1 jest dowolna
niezerowa macierz symetryczna, np. I, zas wektorem wlasnym o wartosci wlasnej —1 jest dowolna macierz
antysymetryczna, czyli dla n > 1 na przyklad macierz majaca w pierwszym wierszu i n-tej kolumnie wyraz
—1, w n-tym wierszu i pierwszej kolumnie wyraz 1, zas pozostate wyrazy sa zerowe.

6. Wyznaczy¢ wspolrzedne barycentryczne punktu P = (4, 2) wzgledem bazy punktowej (1,0), (6,5), (6, —5)
przestrzeni afinicznej R2.

ODPOWIEDZ: Szukane wspélrzedne to %, %, 11—0. Niech A = (1,0),B = (6,5),C = (6,—5). Rozwazamy
wektory AB = (5,5), AC = (5,—5), AP = (3,2). Wyznaczamy x,y € R takie, ze
AP =xzAB + yAC.

Szukane wspoélrzedne barycentryczne to wéwcezas: 1 —z —y, z, y.



