GAL II Egzamin, 20 czerwca 2022

e Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE) podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer
grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego i numer zadania.

Zadanie 1. [40 pt] Endomorfizm ¢ : R* — R* dany jest nastepujacym wzorem
d((x1, 22,3, 24)) = (3x1, 21 + 322 — T4, =371 + 323 + 324,221 + T2 + T4).
a) Znalez¢ wartosci wlasne endomorfizmu ¢ oraz bazy odpowiadajacych im podprzestrzeni wlasnych.
b) Dla jakich s € R istnieje baza A przestrzeni R*, ze M(gf))ﬁ = By, gdzie
2 1

B, = € My(R)?

S W o -
N » =N

0 3
0 0
0 0

Zadanie 2. [40 pt] W przestrzeni afinicznej R? ze standardowym iloczynem skalarnym (, ) dana jest
e plaszczyzna M = {(x1,x2,x3) : 1 — x9 — x3 = 1},
e prosta L = (0,—1,0) + lin(1,0,1) C M.

a) Znalez¢ rzut prostopadly prostej K = (1,0,3) + lin((—2, 1, 3)) na plaszczyzne M.

b) Ile jest zachowujacych orientacje izometrii ¢ przestrzeni euklidesowej (R3, (, }) takich, ze dla kazdego
p € L zachodzi ¢(p) = p oraz dla kazdego ¢ € M zachodzi ¢(q) € M? Kazda taka izometrige opisaé,
podajac jej wartoéci na dowolnie wybranej bazie punktowej przestrzeni R3.

Zadanie 3. [45 pt] Niech h : R* x R* — R bedzie funkcjonalem dwuliniowym danym wzorem:
h((z1, 22, 23, 24), (Y1, Y2, Y3, Y4)) = —T2ayo — T1Yy3 — T3Y1 + T1Y4 + Tay1 + T2ys + T3y2 — 273Y3 + T4y

a) Znalezé¢ baze ortogonalng przestrzeni dwuliniowej (R*, h).

b) Jaki jest najwickszy mozliwy wymiar nieosobliwej podprzestrzeni (R*, h)? Jaki jest najwiekszy mozliwy
wymiar podprzestrzeni V przestrzeni (R*, h), ze hlyxy = 07

¢) Dla jakich wartoéci parametru ¢ € R, istnieje baza A taka, ze
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1 00 0
G(h; A) = 00 + 0 ?
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Zadanie 4. [45 pt] Forma kwadratowa ¢ : R®> — R dana jest wzorem:
q(x1,x9,3) = l‘% + 3:1:% — 2:1:% + 2x1x3 + 27973,
(a) Znalezé postaé diagonalng formy kwadratowej ¢ i podaé baze R?, w ktérej ¢ ma otrzymana postaé
diagonalng.
(b) Okresli¢ typ afiniczny hiperpowierzchni
X = {(z1, 22, 23) € R®| 2% + 323 — 222 4 22123 + 22023 — 623 — 4 = 0}.

(c) Dla jakich ¢t € R hiperpowierzchnie X oraz Y; = {(z1,72,23) € R3|(1 — t)a? + 323 — 23 = t} sa
afinicznie réwnowazne?



Imie i nazwisko numer indeksu grupa lub nazwisko osoby prowadzacej ¢wiczenia
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Podpisaé niniejsza kartke i wpisa¢ w puste miejsca odpowiedzi wraz z uzasadnieniami na kazde z pytan.

Zadanie 5. Prosze ponizej odpowiedzieé¢ z uzasadnieniem na nastepujace szesé¢ pytan [6 x 5 pt]:

1. Niech A € M,,(R) bedzie macierza o niepustym zbiorze rzeczywistych wartosci wlasnych. Czy macierz
A + I moze mieé ten sam zbidr rzeczywistych wartoéci wlasnych co A7

2. Endomorfizm ¢ skoficzenie wymiarowej przestrzeni liniowej V nad cialem K spelnia warunek ¢* = ¢3.
Pokazaé, ze macierz ¢ w bazie Jordana zawiera tylko klatki rozmiaru mniejszego lub réwnego od 3.

3. W przestrzeni afinicznej R dana jest podprzestrzen afiniczna H wymiaru n— 1 oraz krzywa C' zlozona
z punktow (t,t2,...,t"), gdzie t € R. Pokazaé, ze krzywa C przecina podprzestrzen H w co najwyzej n
punktach.

UWAGA! Pytania 4-6 znajduja sie na drugiej stronie kartki.



4. Niech V bedzie przestrzenig euklidesows oraz niech Wy, Wy beda podprzestrzeniami V' spetniajacymi
warunek dim Wi < dim Ws. Pokazaé, ze istnieje niezerowy wektor v € Ws taki, ze v € I/VlL

5. Macierze ortogonalne P, Q € M, (R) spelniaja warunek P + @ = I, gdzie I jest macierza identyczno-
Sciowa. Czy P — @ jest macierza ortogonalna?

6. Czy dla kazdej macierzy symetrycznej A € M,(R) o wyrazach nieujemnych i dodatnim wyznaczniku
forma kwadratowa wyznaczona przez A jest dodatnio okreslona?



