GAL II Kolokwium 2, 5 czerwca 2021, losowy temat

Zadanie 1. [15 pt] Rozpatrzmy endomorfizm ¢ € End(R3?) ktérego macierz w bazie standardowej
jest réwna

-1 0 0
A=10 2 3
0 1 4

(a) Pokaz, ze endomorfizm jest diagonalizowalny i znajdz baze R? skladajaca sie z wektoréw wlasnych ¢.

(b) Zdefiniuj iloczyn skalarny na R? tak, ze ¢ jest endomorfizmem samosprzezonym wzgledem tego
iloczynu skalarnego; podaj macierz tego iloczynu w bazie standardowe;j.

Zadanie 2. [15 pt] W przestrzeni afinicznej R* dane sa:

e punkt p = (11,9,9,4),

e prosta L = af((3,2,1,0), (4,3,2,1)),

e plaszczyzna M = af((1,0,0,0), (1,1,1,1), (1,0,—2,1)).
(a) Niech H bedzie 3-wymiarowa podprzestrzenig afiniczng w R* zawierajaca p i M. Znalezé réwnanie
liniowe (lub uklad réwnan liniowych) opisujace H.

(b) Znalezé parametryzacje prostej przechodzacej przez punkt p i przecinajacej L i M.

Zadanie 3. [15 pt] Rozpatrzmy izometrie f : R® — R3 taka, ze f(1,0,0) = (1,1,-1), f(2,1,0) =
(2,2,-1), f(2,—1,0) = (0,2,—1) 1 f(1,0,1) = (1,1, —2). Niech ¢ oznacza pochodna przeksztalcenia f.
(a) Pokaz, ze przeksztalcenie liniowe ¢ jest diagonalizowalne, znajdz baze ortonormalng R? skiadajaca
sie z wektorow wlasnych tego przeksztalcenia.

(b) Wypisz macierz przeksztalcenia ¢ w bazie standardowej R3. Wypisz przeksztalcenie f za pomoca
wzoru f(z1,29,22) = (L1(w1, %2, 23), La(z1, 22, 23), L3(21, 22, 73)) gdzie L; = apnzy + aprs + aizzs + b;
oraz a;j,b; € R.

(c) Zalézmy, ze f1 : R® — R3 jest izometrig taka, ze f1(1,0,0) = (1,1,—1) i f1(2,1,0) = (2,2, 1) oraz
wielomian charakterystyczny pochodnej fi jest réwny —x2 — 22 + 2 + 1. Pokaz, ze f; = f.

Zadanie 4. [15 pt] Rozpatrzmy afiniczng przestrzen euklidesowg R* ze standardowym iloczynem skalar-
nym. Rozpatrzmy plaszczyzne A C R* zadana réwnaniami

T1+ X9+ T3+ x4 =2

T1—x9+x3—x4=0
(a) Znajdz baze ortonormalng przestrzeni stycznej T'(A) oraz jej uzupelnienia ortogonalnego T'(A)* w R*.
(b) Znajdz odbicie prostopadle (czyli symetrie prostopadla) punktu p = (—1,1,0,0) wzgledem A.
(c) znajdz odleglo$é punktu ¢ = (1,0,0,1) od A.

Zadanie 5. Odpowiedz z uzasadnieniem na nastepujace pytania [4 X 5 pt]:

1. Niech H bedzie przestrzenia afiniczna skoficzonego wymiaru nad ustalonym ciatlem K. Zalézmy, ze
f1, fo : H — H sa przeksztalceniami afinicznymi takimi, ze ztozenie ich pochodnych jest identycznoscia
na przestrzeni stycznej T'(H). Czy przeksztalcenia f1, fo sa automorfizmami H i posiadaja afiniczne
przeksztalcenia odwrotne? Czy przeksztalcenie fo jest przeksztalceniem odwrotnym do f;7?

2. Niech H bedzie afiniczng przestrzenig euklidesowa wymiaru n z ustalong orientacja. Zaldézmy, ze
M C H jest podprzestrzenia afiniczng wymiaru d. Przez rj; : H — H oznaczmy symetrie prostopadia
(odbicie prostopadle) H wzgledem M. Rozstrzygnij kiedy, w zaleznosci od liczb n i d, symetria s
zachowuje orientacje H.

3. Rozpatrzmy nastepujacag macierz o wspotczynnikach rzeczywistych
a=| L V3|
V3 -1

Czy macierz A jest ortogonalna? Czy istnieje macierz ortogonalna B taka, ze produkt B~!' - A - B jest
macierza diagonalna?



4. W przestrzeni afinicznej H = R® rozpatrzmy plaszczyzny
M, =af((-2,-1,0,1,2),(-1,0,1, 2,2),(—1, 0, 1, 2, 3)),
My =af((-1,-1,0,1, 2),(-1,0,0, 1, 2),(-1, 0, 1, 1, 2)).

Rozstrzygnij czy istnieje podprzestrzen przestrzeni H wymiaru 4, ktora zawiera M; i My. Odpowiedz
uzasadnij.

Zadanie 6. [20 pt] Na przestrzeni afinicznej H = R* bierzemy standardows strukture afinicznej prze-
strzeni euklidesowej. W przestrzeni H bierzemy punkt ¢ = (1,1,1,1) i prosta L) zadana parametrycznie
t — (1,0,0,0) +t- (1, A1), gdzie A € R jest pewnym parametrem. Plaszczyzna II jest zadana w H
przez uklad rownan

r1+x9—2x3—24=1
{x1—$2+$3—x4:1
(a) Znajdz rzut prostopadly punktu g na plaszczyzne II i odleglo$¢ punktu ¢ od plaszczyzny II.
(b) Ustal dla jakiego parametru A odleglosé punktu ¢ od prostej Ly jest najmniejsza.

(¢) Znajdz formule na odlegto$é punktu ¢q od prostej Ly w zaleznosci od parametru A.



