GAL II Kolokwium 1, 17 kwietnia 2021, losowy temat

Zadanie 1. [15 pt] Rozpatrzmy nastepujaca macierz o wspélczynnikach z Q:

-2 0 0 -1
0 -1 1 O
0 0 -1 0
10 0 O

Wiadomo, ze wielomian charakterystyczny macierzy A jest réwny wa(z) = (2 + 1)%.
Niech ¢ € End(Q*) bedzie endomorfizmem zadanym przez A.

A=

(a) Pokaz, ze dimker(y + idgs) = 2 oraz (¢ + z'd@4)2 =0.
(b) Napisz macierz podobna do A, ktéra jest w postaci Jordana; odpowiedz uzasadnij.

(¢) Znajdz baze Jordana dla ¢, ktéra zawiera wektory (—1,0,0,1) i (0,1,1,0).

Zadanie 2. [15 pt] Rozpatrzmy macierz A € M3.3(R) zalezng od parametru ¢ € R:

-2 0 O
A=13 1 t-1
0 0 ¢t

Niech ¢ € End(R3) bedzie endomorfizmem zadanym w bazie standardowej macierza A.

(a) Znajdz wartosci wlasne ¢; uwaga: nie musisz liczy¢ wielomianu charakterystycznego.
(b) Znajdz wektory wlasne ¢, wypisz baze Jordana.
(c) Policz macierz A8, skorzystaj przy tym z poprzednich czesci zadania.

Zadanie 3. [15 pt] Rozstrzygnij dla jakich parametréw s, t € R ponizsze dwie macierze o wspélezynnikach
rzeczywistych sa podobne

s+t 0 s s+t O s
A= 0 t 0 , B= 0 t 0
—s -1 —s+t —s 0 —s+t

Zadanie 4. [15 pt] Policz, w zaleznosci od parametréw ¢, s € R, rzad i sygnature dwuliniowej rzeczywistej
formy symetrycznej zadanej ponizsza macierzg, :

0 0 0 0 12
0 1 0 -1 0
0 0 1 s 0
0 -1 s s°+1 0
2 0 0 0 0

Zadanie 5. Odpowiedz z uzasadnieniem na nastepujace pytania [4 X 5 pt]:

1. Niech ¢ € End(Q®) bedzie endomorfizmem, takim ze Wy = 2. ZnajdZz wymiar ker ¢? o ile wiadomo,
ze dimker o =3, 0?> £ 01 3 = 0.

2. Podaj przyklad macierzy A € Mgy6(Q), ktorej wielomian charakterystyczny jest réwny
wa=zt (x+3) (x+7)
i ktora ma rzad 3. Czy kazda macierz spetniajaca powyzsze warunki jest podobna do podanej macierzy?

3. Zalézmy, ze rzeczywista dwuliniowa forma symetryczna h : R3 x R? — R jest zadana w bazie standar-
dowej za pomoca macierzy symetrycznej A takiej, ze det A = —7. Zatézmy dodatkowo, ze istnieje wektor
v € R? speliajacy warunek h(v,v) = 5. ZnajdZ macierz diagonalna, ktéra jest kongruentna z A nad R.

4. Zalézmy, ze h : R? x R? — R jest niezerowa dwuliniowa forma symetryczna, ktéra jest osobliwa i ma
sygnature zero. Pokaz, ze istnieje wektor v € R3 taki, ze h(v,v) = 0 oraz lin(v)* # R3.



Zadanie 6. [20 pt] Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem K. Méwimy, ze
endomorfizm ¢ € End(V') jest regularny, jesli dla kazdej ¢-niezmienniczej podprzestrzeni U w V istnieje
p-niezmiennicza podprzestrzen Z w V,ze V=U @ Z.

(a) Pokaz, ze jesli endomorfizm ¢ € End(V) jest regularny, to dla kazdej ¢-niezmienniczej podprzestrzeni
W w V endomorfizm ¢y € End(W) tez jest regularny.

(b) Pokaz, ze nad ciatem algebraicznie domknietym, jesli endomorfizm jest regularny, to jest diagonali-
zowalny.



