Rozwigzania zadan z drugiego kolokwium z GALu II,
28 maja 2020 r.

Zadanie 1. Ktore z ponizszych czterech macierzy sq kongruentne nad R?
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Odpowiedz uzasadnic.

RoOzwIAZANIE. Macierz D nie jest kongruentna do zadnej z macierzy A, B,C, poniewaz r(D) = 1 oraz
r(A) = r(B) = r(C) = 2. Macierz A nie moze by¢ kongruentna do zadnej z macierzy B, C' (choé
sg to macierze podobne, co latwo sprawdzi¢ — wszystkie trzy maja wielomian charakterystyczny réwny
(3= X)(2 — X)), poniewaz macierz symetryczna nie moze by¢ kongruentna z macierza niesymetryczna
(w przeciwnym razie pewna forma dwuliniowa miataby w jednej bazie macierz symetryczna, a w drugiej
niesymetryczna, co jest niemozliwe). Macierze B oraz C sa natomiast kongruentne. W istocie, jesli B
jest macierza pewnej formy dwuliniowej h : V x V — R w bazie («, 3) przestrzeni V, to C jest macierza
formy h w bazie (3, ). Inaczej méwiac:
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Zadanie 2. Niech h bedzie formq dwuliniowg na przestrzeni liniowej Msoyo(R) zadang wzorem
h(A,B) = 2-tr(AB) — tr(A) - tr(B), dla kazdych A,B € Max2(R). Wykazal, Ze forma h jest osobli-
wa. Pokazaé, ze istnieje podprzestrzern W C Mayo(R) wymiaru 3 taka, zZe forma hlw xw jest nieosobliwa.

ROZWIAZANIE. Zauwazmy, ze biorac macierz identycznoéciowa I € Maya(K) i dowolng macierz
X € Mayo(K) mamy h(I,X) =2 -tr(I - K) —tr() - tr(K) = 2 - tr(K) — 2 - tr(K) = 0. A zatem na
mocy uwagi z wykladu forma h jest osobliwa. Mozna to réwniez zobaczy¢ wyznaczajac macierz formy h
w bazie & = (e11, €12, €21, €22) przestrzeni Moy (K), przy czym:
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Nietrudno sprawdzié¢, ze macierz ta ma postaé
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Nie jest ona odwracalna (czyli h jest osobliwa), bo pierwszy wiersz jest przeciwny czwartemu. Widaé tez,
ze macierz formy h ograniczonej do podprzestrzeni W = lin((e;1, e12,e21)) jest nieosobliwa. ]
Zadanie 3. Dla kazdego t € R rozwazmy forme kwadratowq q; : R? — R takq, ze:

qi(x1,29,23) = mf + 2129 + 22123 + txg + 22023 + 21‘%.

W zaleznosci od parametru t znaleZé rzqd i sygnature formy q;. Dla jakich wartosci parametru t forma g
jest mieokreslona? Niech t = 1. ZnaleZé baze A przestrzeni R? takq, Ze macierz G(q1,.A) jest diagonalna.

RozwWIAZANIE. Formie kwadratowej ¢; odpowiada forma dwuliniowa symetryczna h; : R? x R3 — R
speliajaca warunek hy(a, ) = ¢;(a), dla kazdego a € R3. W bazie standardowej forma h; ma macierz
postaci:
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Wyznaczymy baze prostopadla przestrzeni (R3, h;). Wezmy dowolny niezerowy wektor, np. a; = (1,0,0).
Mamy h¢(ay, ;) = 1, zatem R3 = lin(a;) @ lin(ay ). Wektor v = (1, 2o, 23) nalezy do lin(a;)* wtedy
i tylko wtedy, gdy:

1 1 1 X1
ht(al,v):[l 0 O]- 1 ¢t 1 To| =21 + 20 +23 =0.
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Wezmy as = (1,0,—1) € lin(a;)t. Mamy hi(ao,a0) = 1, a zatem R® = lin(ay, az) @ lin(ag, ag)t
Wyznaczymy teraz wszystkie wektory w = (x1, 72, 3) € lin(ay, ag)*. Wspétrzedne tych wektoréw musza
spelniaé rownanie x1 + xo + 3 = 0 oraz réwnanie:

1 1 1 X T
he(ae,w) = [1 0 —1] 1t 1] - x| = [O 0 —1} x| = —x3 =0.
1 1 2 T3 z3

Przestrzen lin(aq, )t jest zatem opisana uktadem réwnan liniowych postaci 1 + 29 + 23 = 0, 23 = 0.
Niech a3 = (1,—1,0) € lin(ag,as)t. Uklad (aq, as, a3) jest baza prostopadla przestrzeni dwuliniowej
(R3, h). Mamy tez hy(as,a3) =t — 1. A zatem forma h; w bazie A = (a1, ag, a3) ma postaé:

1 0 0
Gh;A)=10 1 0
0 0 t—1
Stad:
1, dlat<l1
2, dlat=1
r(he) = r(q) = , oslg) =142, dlat=1.
3, dlat#1.
3, dlat>1.

Forma ¢; jest nieokreélona dla ¢ < 1, zgodnie z twierdzeniem z wykladu. Baza (R3,q1), w ktérej forma
q1 jest diagonalna jest zatem ((1,0,0),(1,0,—1),(1,—1,0)).

Uwaga. Mozna zastosowac takze dwie inne metody poznane na wykladzie i na ¢wiczeniach. Mozna przyjaé,
ze macierz M (G, h;) jest macierza pewnego endomorfizmu samosprzezonego ¢ przestrzeni (R?,(, )g)
w bazie standardowej. Wéwczas istnieje baza zlozona z wektoréw ortonormalnych w (R?, (, )4;), bedacych

wektorami wlasnymi ¢. Mozna réwniez stosowaé¢ metode dopelniania do kwadratow. |
-2 0 2 1 0 1

Zadanie 4. Pokazaé, Ze macierze Ay = | 0 1 0| oraz A, = [0 1 0| sq¢ kongruentne nad R
2 01 1 00

i znaleé macierz odwracalng C € Mzy3(R) takq, e Ay = CT A, C.

ROZWIAZANIE. Niech hy, hy : R3 xR? — R beda formami dwuliniowymi o tej whasnoéci, ze Ay = G(hy, st)
oraz Ay = G(ha, st). Znajdziemy bazy prostopadle przestrzeni (R3, hy) oraz (R?, hs).

e Niech a; = (1,0,0). Mamy h4((1,0,0),(1,0,0)) = —2 oraz lin((1,0,0))* : —2x; + 223 = 0. Wezmy
as = (0,1,0) € lin((1,0,0))+. Wéwczas ha((0,1,0),0,1,0)) = 1. lin((1,0,1))* : 22 = 0. A zatem
biorac ag = (1,0,1) dostajemy h(ay, az) = h(ay, as) = 0 oraz h(as, as) = 3. W szczegdlnosci forma
hy ma rzad 3 i sygnature 1 oraz biorac za C; macierz majaca w kolumnach wektory %al, g, %agj
mamy C{ A;C = D = diag(—1,1,1), czyli:

B0 07209 [ 0 K [0
0 1 0 0 1 0 0 1 0]=|10 120
1 1 1

e Niech 3; = (1,0,0). Mamy: ho((1,0,0),(1,0,0)) = 1 oraz lin(8;)* : #; + x3 = 0. Niech 5y =
(0,1,0) € lin(B1))*. Wéwezas ho((0,1,0),(0,1,0)) = 1. Mamy tez lin(B2)" : x5 = 0. A zatem
biorac f3 = (1,0,—1) mamy ho(B1,03) = ha(B2,03) = 0 oraz h(B3,03) = —1. W szczegdlnosci
forma hs ma rzad 3 i sygnature 1, podobnie jak h;. Co wiecej biorac za C2 macierz majaca w
kolumnach wektory 33, B2, 31 dostajemy CI A;Cy = D = diag(—1,1,1), czyli:

1 0 0 1 01 1 0 1 -1 0 0
01 O0f-]0 1 0 01 0(=]0 10
1 0 -1 1 00 00 -1 0 01

Na podstawie powyzszych rachunkéw widzimy, ze macierze A; oraz As sa kongruentne do identycznej
macierzy kongruentnej, czyli sa kongruentne. Uzywajac powyzszych oznaczen widzimy, ze szukana macierz
odwracalna C taka, ze CTA,C = Ay réwna jest 0102_1, bo CT A;Cy = D oraz (C’;l)TDCgl = A,.
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Zadanie 5. Dana jest przestrzen dwuliniowa (R* h), gdzie h : R* x R* — R dana jest w bazie standar-
dowej macierzq:

1 -1 0 0
-1 0 1 1
G(h;st) = 0 1 -1 0
0 1 0 1

ZnaleZé baze prostopadle A = {ai, a9, as3,a4} przestrzeni (R h) takq, ze h(oi,a;) € {1,—1}, dla
i=1,2,3,4. ZnaleZé baze przestrzeni (R4, h) zloZong z wektoréw izotropowych.

RozwiazANIE. Wyznaczmy warunek opisujacy wszystkie wektory izotropowe. Mamy:

1 -1 0 0] |[x1

[ml To I3 1‘4] . 01 (1) _11 g‘) . iz = :L‘% — 2x129 + 22913 + 2T04 — SC% + Ii =0.
0 1 0 1 Ty
Widaé zatem natychmiast, ze wektory o = (1,0,1,0), as = (-1,0,1,0), a3 = (0,0,1,1) oraz
ay = (2,1,2,—2) sa liniowo niezalezne i izotropowe. Pierwsza cze$¢ zadania robimy jak w poprzed-
nich rozwiazaniach lub po prostu zauwazamy, ze zachodza réwnosci h((1,0,0,0),(1,0,0,0)) =1,
h((0,0,1,0),(0,0,1,0)) = —1, h((0,0,0,1),(0,0,0,1)) = 1 oraz h((1,1,0,0),(1,1,0,0)) = —1. |

Zadanie 6. Niech V bedzie przestrzenig lintowqg wymiaru n nad K, zas V* przestrzeniq sprzezong do 'V .
Na przestrzeni liniowej W = {(v, f),v € V, f € V*} (z operacjami (v1, f1) + (ve, f2) = (v1 + va, f1 + f2)
oraz a(v, f) = (av,af), dla dowolnych vi,ve,v €V, f1, fa, f € V* a € K) rozwazamy symetryczng forme
dwuliniowg h : W x W — K postaci h((v, ), (w, 9)) = f(w)+g(v). Wykazal, Ze forma h jest nieosobliwa
oraz, ze W mozna przedstawi¢ w postaci sumy prostej dwdch podprzestrzeni catkowicie zdegenerowanych.

ROzZWIAZANIE. Aby pokazaé, ze forma jest nieosobliwa wystarczy pokazaé, ze dla kazdej niezerowej pary
(v, f) € W istnieje element (v/, f') € W, ze h((v, f), (v/, f)) # 0. Rozwazamy dwa przypadki:

e Jesli v #£ 0, to v mozna dopelié do bazy A przestrzeni V' i wziaé element v* z bazy dualnej V*,
spelniajacy v*(v) = 1. Wezmy wiege (0,v*) € W. Mamy h((v, f), (0,v*)) = f(0)+v*(v) =0+1=1.

e Jedli f # 0, to istnieje niezerowy wektor w € V taki, ze f(w) # 0. Wezmy (w,0) € W (na drugiej
wspoélrzednej jest przeksztalcenie zerowe). Wowcezas h((v, f), (w,0)) = f(w) +0(v) = f(w) # 0.

A zatem forma h jest nieosobliwa. Mozna to réwniez zobaczy¢ rozwazajac macierz tej formy w bazie W
zlozonej z elementéw postaci (a;,0) oraz (0,af), dlai =1,...,n, gdzie A = (a1,...,a,) jest dowolng
baza V', za§ A* = (af,...,ak) jest baza dualna do A. Szukane podprzestrzenie catkowicie zdegenerowane
to chociazby podprzestrzenie postaci Vi = {(v,0),v € V'} oraz Vo = {(0, f), f € V*}.

|

Zadanie 7. WR3 dane sq: plaszczyzna H : 21+ 19+ 223 = 1, prosta L = (—2,4,—3) +1in(0, 1, —2) oraz
punkt p = (1,1,0). Niech M bedzie takq prostq, ktora przechodzi przez punkt p, przecina prostq L i nie
przecina plaszczyzny H. ZnaleZé punkt LN M.

ROZWIAZANIE. Plaszczyzna H ma uklad bazowy postaci (1,0,0);(1,1,—1),(—=2,0,1). Niech M bedzie
postaci p + lin(a), dla pewnego o € R3. Prosta M nie przetnie si¢ z H jesli uktad postaci (1,1,0) +aa =
(1,0,0)+b(1,1,—1)4¢(—2,0, 1) nie bedzie mial rozwiazania. Zauwazmy jednak, ze uklad ten réwnowazny
jest uktadowi (0,1,0) = —aa+b(1,1, —1)+¢(—2,0, 1). Macierz rozszerzona tego ukladu ma rzad 3, a wiec
ma on zawsze rozwiazanie chyba, ze wektory a, (1,1, —1),(—2,0,1) sa liniowo zalezne. Skoro wiec prosta
M nie przecina plaszezyzny H, to musimy mieé¢ o € lin((1,1,—1), (—2,0,1)). Co wiecej, prosta M przecina
prosta L, a zatem istnieja z,y,z € R, ze (1,1,0) + =(1,1,-1) + y(—2,0,1) = (2,4, -3) + 2(0,1,—-2).

element M element L
A zatem dostajemy do rozwiazania uktad:
T — 2y =-3
T—z =3
—zrz+y+2z =-3

Jedynym rozwiazaniem powyzszego ukladu jest tréjka (z,y,z) = (1,2,—2). A zatem szukany punkt
przeciecia M oraz L to (—2,4,—-3) + z(0,1,-2) = (-2,4,-3) — 2(0,1,-2) = (—2,2,1). |



Zadanie 8. Niech K bedzie cialem charakterystyki réznej od 2 oraz niech p, q,r, s bedg niewspétliniowymsi
elementami przestrzeni afinicznej H nad K. Pokazad, Ze nastepujgce trzy warunki sq¢ réwnowazne:

(1) ps = qr,

(2) at(p,r) Naf(q, ) = 3p + 37 = 54+ 3,

(3) istniejqg punkty a,b,c,d € H takie, Ze p,s,r,q sq odpowiednio srodkami odcinkdw ab, be, cd, da.
ROZWIAZANIE. Dowodzimy (1) = (2). Mamy ps = gqr, czyli s —p =7 — q, czyli s + ¢ = 7 + p, a wiec
takze %s + %q = %p + %r. Mamy zatem réwnosé dwdch kombinacji afinicznych, z ktérych jedna pocho-
dzi z af(p,r), a druga pochodzi z af(q, s). Niech x = %s + %q. Mamy zatem af(p,r) = x 4 lin(«) oraz
af(q,s) = z + lin(B), dla pewnych «, 5 € T(H). Jezeli jednak «, 8 nie sa liniowo zalezne, to przestrze-
nie podprzestrzenie te nie maja wiecej punktéow wspélnych. Gdyby « i 8 byly liniowo zalezne, wowczas
punkty p, ¢, 7, s bylyby wspélliniowe. A zatem mamy (2).

Dowodzimy (2) = (3). Niech x = %34— %q bedzie punktem wspolnym af (p, ) Naf(q, s). Wezmy a = p+ 4,
b=p—2¢, c=1—xqoraz d=r + zq. Jest jasne, ze p = %a + %b oraz r = %ch %d. Wyznaczmy srodek
odcinka bc. Jest to %b—f— %c = %p — %x—c} + %r — %:ﬁ} = %p—l— %’I" — ¢ = x4+ T5 = 5. Podobnie pokazujemy,
ze q jest $rodkiem odcinka ad, dostajac (3).

Dowodzimy (3) = (1). Rozwazmy réznice ps — q7-. Wynosi ona

1 1 1 1 1 1 1 1

S p r q

Zadanie 9. Niech s : R? — R3 bedzie symetrig wzgledem plaszczyzny H : x1 + xo — 23 = 2 wzdluz prostej
L =1(0,1,0)+1in((2,1,2)). ZnaleZé obraz s(p) punktup = (1,0,1) przy symetrii s. ZnaleZé baze punktowq
obrazu s(M) przestrzeni M = af(p, p1,p2), gdzie p1 = (1,2,2),p2 = (1,6,4), przy symetrii s.

RozwiAzZANIE. Plaszczyzna H opisana jest ukladem bazowym (1,1,0);(1,0,1),(0,1,1). Wiadomo zatem,
ze obraz punktu r = (1,1,0) € H w tej symetrii réwny jest s(r) = (1,1,0). Rozwazmy wektor prr réwny
(0,1, —1). Znajdzmy wspéhzedne tego wektora w bazie (1,0,1),(0,1,1),(2,1,2) przestrzeni R3 (pierwsze
dwa wektory rozpinaja T(H), a ostatni T'(L)). Mamy:
(0,1,—1) = —4(1,0,1) — 1(0,1,1) + 2(2, 1, 2).

A zatem z definicji symetrii liniowej s':
s'(0,1,—1) = —4s'(1,0,1) — 15'(0, 1, 1) + 25'(2,1,2) = —4(1,0,1) — 1(0,1,1) — 2(2,1,2) = (-8, -3, —9).
Zatem

s(p) = s(r) +5'(7p) = (1,1,0) + (8,3,9) = (9,4,9).
Zauwazmy dalej, ze M jest prosta afiniczna, poniewaz pp; = (0,2,1) oraz pps = (0,6,3). A zatem
M = af(p, p1). Znajdziemy wiec obraz p; przy s. Mamy

rp1 = (0,1,2) =2(1,0,1) +2(0,1,1) — (2,1,2).
A zatem ' (7p7) = 2(1,0,1) +2(0,1,1) + (2,1,2) = (4,3,6). Zatem s(p1) = (1,1,0) + (4,3,6) = (5,4, 6).
Obrazy s(p) oraz s(p1) sa oczywiscie afiniczne niezalezne, czyli stanowia baze punktowa s(M). [ ]
Zadanie 10. ZnaleZé wzor na symetrie f : R — R® wzgledem prostej K = (2,1,0) + lin((1, -1, —1))
wzdluz plaszezyzny H = (1,0,0) + lin((1,1,—-2), (0,1, —1))
ROZWIAZANIE. Wyznaczmy najpierw wzdr na pochodna f'. Mamy
f/((lv_lv_l)) = (17_17_1)7 f/((1,17—2)) = (_17_172)7 f/(oalv_l)) = (07_171))'
A zatem:
f/(l‘l,l‘g, 1‘3) = (—31}1 — 2x9 — 2x3,211 + T2 + 273,221 + 222 + xg).
Wiemy tez, ze punkty z K przechodza przy f na siebie, a wiec: f(2,1,0) = (2,1,0). Zatem:
f(Oa Oa 0) = f(27 170) + .f/(_Q? _1a 0) = (27 170) + (87 _57 _6) = (10, _47 _6)
Zatem wzér na f to:

f(Il,IQ,l‘g) = (731‘1 - 21’2 - 2173 + 10, 21‘1 + o + 21}3 - 4, 21}1 + 2502 + xr3 — 6)



