Drugie kolokwium z GALu II, 28 maja 2020 r.

Zadanie 1. Ktore z ponizszych czterech macierzy sq kongruentne nad R?

A R B e R Hie A P

Odpowiedz uzasadnic.

Zadanie 2. Niech h bedzie formq dwuliniowg na przestrzeni liniowej Mayo(R) zadang wzorem
h(A,B) = 2 -tr(AB) — tr(A) - tr(B), dla kazdych A,B € Masy2(R). Wykazaé, ze forma h jest osobli-
wa. Pokazaé, ze istnieje podprzestrzers W C Mayo(R) wymiaru 3 taka, zZe forma hlw xw jest nieosobliwa.

Zadanie 3. Dia kazdego t € R rozwazmy forme kwadratowq ¢ : R> — R takq, Ze:
q(x1,x9,23) = x% + 2x129 + 27173 + tx% + 2xox3 + 2x§.

W zaleznosci od parametru t znaleZé rzqd i sygnature formy q.. Dla jakich wartosci parametru t forma qq
jest nieokreslona? Niech t = 1. ZnaleZé baze A przestrzeni R® takq, Ze macierz G(q1,.A) jest diagonalna.

-2 0 2 1 0 1
Zadanie 4. Pokazaé, ze macierze Ay = | 0 1 0| oraz A = [0 1 0| sq¢ kongruentne nad R
2 01 1 00

i znaleé macierz odwracalng C' € M3y 3(R) takq, e Ay = CT A, C.

Zadanie 5. Dana jest przestrzen dwuliniowa (R*, h), gdzie h : R* x R* — R dana jest w bazie standar-
dowej macierzq:

1 -1 0 0
-1 0 1 1
Glhssh =149 1 1 ¢
0 1 0 1

Znale#é baze prostopadla A = {a1, a9, a3,a4} przestrzeni (R, h) takq, ze h(oi,a;) € {1,—1}, dla
i=1,2,3,4. ZnaleZ¢ baze przestrzeni (R*, h) zloZong z wektoréw izotropowych.

Zadanie 6. Niech V bedzie przestrzenig liniowg wymiaru n nad K, za$ V* przestrzeniq sprzezong do V.
Na przestrzeni liniowej W = {(v, f),v € V, f € V*} (z operacjami (v1, f1) + (v2, f2) = (v1 + v, f1 + f2)
oraz a(v, f) = (av,af), dla dowolnych vi,ve,v €V, f1, fa, f € V* a € K) rozwazamy symetryczng forme
dwuliniowg h : W x W — K postaci h((v, f), (w,9)) = f(w)+g(v). Wykazaé, ze forma h jest nieosobliwa
oraz, ze W mozna przedstawi¢ w postaci sumy prostej dwéch podprzestrzeni catkowicie zdegenerowanych.

Zadanie 7. WR3 dane sq: plaszczyzna H : 21 + 19+ 223 = 1, prosta L = (—2,4,—3) +1in(0, 1, —2) oraz
punkt p = (1,1,0). Niech M bedzie takq prostq, ktéra przechodzi przez punkt p, przecina prostg L i nie
przecina plaszczyzny H. ZnaleZé punkt LN M.

Zadanie 8. Niech K bedzie cialem charakterystyki réznej od 2 oraz niech p, q,r, s bedg niewspotliniowymi
elementami przestrzeni afinicznej H nad K. Pokazaé, Ze nastepujgce trzy warunki s¢ réwnowazne:

(1) ps = qr,

(2) af(p,r) Naf(q,s) = p+ 47 = 2q + 35,

(3) istniejqg punkty a,b,c,d € H takie, ze p, s,r,q sq odpowiednio Srodkami odcinkdw ab, be, cd, da.

Zadanie 9. Niech s : R? — R3 bedzie symetrig wzgledem plaszczyzny H : x1 + 1o — 23 = 2 wzdiuz prostej
L=1(0,1,0)+1in((2,1,2)). Znalezé obraz s(p) punktu p = (1,0,1) przy symetrii s. ZnaleZé¢ baze punktowg
obrazu s(M) przestrzeni M = af(p, p1,p2), gdzie pr = (1,2,2),p2 = (1,6,4), przy symelrii s.

Zadanie 10. ZnaleZé wzor na symetrie f : R® — R® wzgledem prostej K = (2,1,0) + lin((1, -1, —1))
wzdluz plaszezyzny H = (1,0,0) + lin((1,1,—-2), (0,1, 1))



