Kolokwium prébne z GAL II, 23 kwietnia 2020 r.

Zadanie 1. Czy istnieje endomorfizm rzeczywistej przestrzeni lintowej posiadajgcy wektory wlasne o, 3,y
o wartosciach wlasnych 2,5, —7, odpowiednio, spetniajgce: o+ +v=07%

Zadanie 2. Niech A oraz B bedg macierzami rozmiaru nxn. Wiadomo, ze wektory aq, ..., ay $¢ liniowo
niezalezZnymi wektorami wlasnymi zaréwno A, jok i B, i odpowiadajg one kolejno warto$ciom wlasnym
A,y An. Czy wynika stqd, Ze A= B?

Zadanie 3. Niech ¢ bedzie endomorfizmem 7-wymiarowej przestrzeni liniowej V. nad R. Przypu$émy,
Ze 3 jest wartosciq wlasng endomorfizmu ¢, przy czym dimV(z) = 6 oraz przypusémy, Ze ¢ nie jest
monomorfizmem. Czy wynika stqd, Ze endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny?

Zadanie 4. Pewna macierz A € My77(C) spetnia réwnanie (A—1)3 = 0. Wiadomo tez, ze r(A—1)% = 2.
Wykazaé, ze jedyng warto$cig wilasng macierzy A jest 1. Opisac postaé Jordana macierzy A.

Zadanie 5. Wyznaczyé baze Jordana dla endomorfizmu ¢ : R — R danego wzorem ¢((x1, 12, 73)) =
(w2, —x1 — T2 + 33,1 — 233) 0 wielomianie charakterystycznym wy(A) = —(1+ )3,

Zadanie 6. Niech A € M,,«,(C). Pokazaé, ze jesli A3 = A, to r(A) = tr A%

Zadanie 7. ZnaleZé obraz wektora (1,—2,0,1) przy symetrii prostopadlej wzgledem lin(1,2,2, —1)+
w przestrzeni R ze standardowym iloczynem skalarnym.

Zadanie 8. Dla jakich s,t € R istnieje izometria ¢ przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym
taka, ze $(0,4,s) = (4,t,0) oraz ¢(1,—4,1) = (4,1,1)?

Zadanie 9. Niech A € M,xn(R) bedzie macierzq o kolumnach ki, ..., ky, i niech B € M, «,(R) bedzie
macierzqg o kolumnach ty, ..., t,. Zaldimy, zZe det(A) = =3 idet(B) = =7. Czy bazy k1, ..., ky it1,..., 1,
sq zgodnie zorientowane?

Zadanie 10. Podaé przyklad iloczynu skalarnego na przestrzeni R2, przy ktérym 2-wymiarowa miara
réwnoglegloboku rozpietego przez wektory (—1,1) oraz (1,1) réwna jest 3.

Zadanie 11. Niech (V,(,)) bedzie liniowq przestrzeniq euklidesowq. Czy jest mozliwe, by dla pewnego
ukladu A wektoréw w przestrzeni V. warto$é wlasna macierzy Grama G(A) ukladu A byla ujemna?

Zadanie 12. Niech «, 8 bedg liniowo niezaleznymi wektorami w przestrzeni euklidesowej (V, (, )) takimi,
ze ||a|l = ||18]| = 1. Pokazaé, ze dla kazdego t € (0,1) zachodzi nieréwnosé

|(1—t)a+t3] < 1.



