Egzamin poprawkowy z GAL II,
9 wrzesnia 2020 r.

Zadanie 1. Wyznaczyé, w zaleznosci od parametru a € R, macierz J, endomorfizmu ¢q : R> — R? w
bazie Jordana, przy czym
1 1 -1
M(¢a)st =10 a—2 4
0 -1 a+2

Wyznaczyé baze Jordana przestrzeni R® dla endomorfizmu ¢s.

Zadanie 2. Niech A € Msx3(R) bedzie macierzq postaci:

-3 —4 -4
A= 2 2 1
0 1 2

(a) Niech ¢ bedzie endomorfizmem przestrzeni R3 zadanym w bazie standardowej macierzq A.
Wskazaé wszystkie podprzestrzenie ¢-niezmiennicze wymiaru 2 w przestrzeni R3.

(b) Udowodnié, ze A" = nA%—(n—1)I, dla kazdego catkowitego n > 1. Mozna skorzystaé z Twierdzenia
Cayleya-Hamiltona.

Zadanie 3. Pokazaé, ze jesli macierz A € My« (R) jest ortogonalna i diagonalizowalna, to A?> = I (gdzie
I jest macierzq jednostkowg). Podaé przyklad macierzy ortogonalnej A € Moyo(R) takiej, ze A? # I oraz
A3 =1.

Zadanie 4. Niech (R* 1) bedzie przestrzeniq dwuliniowq, w ktéra w bazie standardowej zadana jest przez
macierz:

4 2 0 0
2 1 0 0
G(h;st) = 00 -1 2
o0 2 -1

(a) Znalezé baze, w ktérej macierz formy h jest diagonalna z 1, —1 lub 0 na przekatnej.
(b) Czy istnieje podprzestrzern W C R* wymiaru 3, ze po obcigciu forma h|w jest nieosobliwa na W ?

Zadanie 5. W przestrzeni afinicznej euklidesowej R? (ze standardowym iloczynem skalarnym na prze-
strzeni stycznej) dana jest podprzestrzer afiniczna H = (—1,0,—1) + lin((1,0,2),(0,1,2)) 4 prosta
K = (3,1,0) + lin((1,1, —5)). Znalezé réwnanie opisujgce H. ZnaleZé obraz prostej K przy symetrii
prostopadiej wzgledem H.

Zadanie 6. W przestrzeni R ze standardowym iloczynem skalarnym dana jest prosta L = p + lin(ay)
i plaszezyzna H = p + lin(aq, a2), gdzie p = (1,2,3), a0 = (—1,0,1),a0 = (—1,1,3). Zbadad, ile jest
izometrii afinicznych f : R® — R3 takich, ze f(q) = q, dla kazdego q € L oraz f(H) = H. Opisaé kazdg
takg izometrie f podajgc wartoici pochodnej f' na wybranej bazie ortonormalnej przestrzeni R3.

Zadanie 7. Okresli¢ typ afinicany hiperpowierzchni X,Y zadanych w przestrzeni R® réwnaniami:
(a) X : 23 + 2% + 2x129 + 22073 + 1 = 0,

(b)Y : 22 4+ 223 + 23 + 22109 — 2w073 + 221 + 272 + 23+ 2 = 0.

Czy istnieje przeksztalcenie afiniczne f: R3 — R® takie, e f(X) =Y ?

Zadanie 8. Niech X = {(z1,72,23) € R? : 22 + 323 + 27129 + 22023 + 421 + 1 = 0}. Znaleéé 2biér
Srodkow symetrii hiperpowierzchni X . Okreslié typ afiniczny krzywej M N X, gdzie

M = {(x1,72,23) €R?® : 21 — 23 — 1 =0}.
Zadanie 9. Niech

1+4a 2 3 1 3 0
A= 2 0 1|, B=(3 1 1
3 1 3 01 5

(a) Dla jakich a € C macierze A, B sq kongruentne nad C?
(b) Udowodnij, ze dla a < —1 macierze A, B nie sq kongruentne nad R.

(¢) Czy istnieje a € R, dla ktdrego podane macierze sq kongruenine nad R? Jesli tak, to prosze wskazaé
takie a.



Zadanie 10. Rozwazmy macierz A € Mrx7(R) nastepujgcej postaci:

[1/6 1 0 0 0 0 0
1/6 0 1 0 0 0 0
1/6 0 0 1 0 0 0
A=|1/6 0 0 0 1 0 0
1/6 00 0 0 1 0
1/6 0 0 0 0 0 1
0 000 0 0 O

(a) Wyznaczyé wielomian charakterystyczny macierzy A.
(b) Niech ¢ : RT — R7 bedzie przeksztatceniem liniowym o macierzy M(¢)St = A. Pokazaé, Ze

ker(¢” — id) = ker(¢ — id).

(¢) Krélewna Sniezka rozdzielila 3 litry mleka pomiedzy siedem kubkéw nalezqcych do siedmiu krasnolud-
kow. Nastepnie pierwszy z krasnoludkéw rozdzielil zawarto$é swojego kubka po réwno pomiedzy pozostale
krasnoludki (sobie nic nie zostawil). Nastepnie drugi krasnoludek rozdzielil zawarto$é swojego kubka po
rowno pomiedzy pozostale krasnoludki, a za nim robily to kolejne krasnoludki. Gdy ostatni, siodmy kra-
snoludek rozdzielil zawarto$é swojego kubka pomiedzy pozostalych okazalo sie, Ze w kubku kazdego z kra-
snoludkéw jest dokladnie tyle samo mleka, co na poczqtku — gdy otrzymal je od Krélewny Sniezki. W jaki
sposob Krolewna rozdzielila mleko miedzy krasnoludki?



