Egzamin z GAL II, 23 czerwca 2020 r.

Zadanie 1. Rozwaimy endomorfizmy ¢, przestrzeni R? zadane macierzami symetrycznymi:
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Wyznaczyé podprzestrzenie wlasne endomorfizmow ¢ oraz . Znaleié wszystkie podprzestrzenie R3, ktdre
sq jednoczesnie ¢p-niezmiennicze i Y-niezmiennicze.

Zadanie 2. Niech A € Msy3(K) bedzie niezerowg macierzq diagonalizowalng nad cialem K. Pokazad,
zZe nastepujgcee trzy wielkosci sq rowne:

(1) rzqd macierzy A,

(2) max{i: a; # 0}, gdzie —\3 + a1 \? + ag\ + ag jest wielomianem charakterystycznym macierzy A,
(3) rozmiar najwickszego nieosobliwego minora gléwnego macierzy A, czyli odwracalnej macierzy kwadra-
towej powstalej z A przez wykreslenie wierszy i kolumn o tych samych indeksach.

Pokazaé, Ze bez zaloZenia o diagonalizowalnosci macierzy A teza zadania nie jest prawdziwa.

Zadanie 3. Dane sq formy kwadratowe q1,qz : K? — K, przy czym qi(z1,22) = 22423 oraz ga(x1, 22) =
2x1xo. Pokazaé, ze jesli K jest cialem piecioelementowym Zs, to formy qi,qs s¢ rownowazne. Czy formy
te sq rownowazne takze wtedy, gdy za K przyjmiemy dowolne z cial Z,, gdzie p > 2 jest liczbg pierwszq?

Zadanie 4. W przestrzeni afinicznej R3 ze standardowym iloczynem skalarnym dane sq punkty
p =1(0,1,3) i ¢ = (0,—1,—1) oraz wektory o = (1,—1,0) ¢ 8 = (1,1,1). Wyznaczyé rzut prostopadly
punktu ¢ na plaszezyzne p+ lin(a, 8). Wyznaczyé warto$é parametru s € R, dla ktérego odleglosé punktu
q od prostej I = p+ lin(a + sfB) osigga najmniejszq wartosé.

Zadanie 5. Opisaé ukladem réwnan prostq w przestrzeni euklidesowej V = (R3,(,)) ze standardowym
iloczynem skalarnym zlozong z punktéw ~ (traktowanych jako wektory w R3) spelniajgcych warunek:
(=3,1,0) x v = (0,0,3). Niech a # 0 oraz B nalezq do V. Pokazaé, ze zbiér {y € V : a x v = [} jest
prostg lub zbiorem pustym i okresli¢ dla jakich o, 3 € V' zachodzi kazdy z tych przypadkow.

Zadanie 6. W przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym dane sq proste:
K =(1,2,0) +lin((1,1,-1)) oraz L = (0,1,0) 4+ lin((1, 1, 1))

oraz punkty a = (1,0,1) i b = (1,3,0). Zbadaé ile jest izometrii afinicznych f : R — R3 takich, Ze
f(a) =b oraz f(K) C L. Opisaé kazdg takq izometrie f podajgc wartoSci pochodnej f' na wybranej bazie
ortonormalnej przestrzeni R3.

Zadanie 7. Okresli¢ typ afiniczny hiperpowierzchni X zadanych rownaniams:
X = {(z1, 79, 23) € R®: 2% + 22923 + 471 + 2 = 0},
Y = {(21,72,73) € R®: 22 + 623 + 23 + 4129 + 27123 + 42973 + 222 + 223 + 1 = 0}.

Zadanie 8. Niech X = {(x1,72,23) € R® : 2% — 221 — 2w923 + 4o + 223 + 6 = 0}. ZnaleZé zbidr
Srodkéw symetrii hiperpowierzchni X. Okresli¢ typ afiniczny krzywej M N X, gdzie M = {(x1,x9,23) €
R?’I $1+(E2—1:0}.

Zadanie 9. Niech A € M,,x,(R) bedzie macierzq symetryczng oraz niech I € My, (R) bedzie macierzq
identycznodciowq. Pokazal, ze jesli wszystkie wartosci wlasne macierzy A lezg w przedziale (0,1) to dla
dowolnego r > 0 istnieje k takie, Ze forma kwadratowa na R™ majgca w pewnej bazie macierz r1 — AF
jest dodatnio okreslona (gdzie A* to k-ta potega macierzy A).

Zadanie 10. Dana jest szescienna kostka o zbiorze $cian X = {x1,...,x6}. Niech V = F(X,R) bedzie
przestrzeniq lintowg funkcji f : X — R nad cialem R. Na przestrzeni V' okreslamy iloczyn skalarny
wzorem (f,g) = Z?:l f(xi)g(x;). Niech x* € X bedzie $ciang lezgcqg naprzeciw Sciany x € X oraz niech
N(z) to zbidr Scian sgsiadujgcych ze Sciang x € X . Niech

Vi={f€eV: fjeststala}, Vo={feV: Zf(x) =0 oraz f(z*) = f(z) dla x € X}.
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Pokazaé, ze V1, Vo sq wzajemnie ortogonalne, tzn. V; C Vf, dla i # j. Pokazaé, Ze podprzestrzenie Vi, Vo
sq L-niezmiennicze, gdzie L : V. — V dane jest wzorem:
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Pokazaé, ze lim (L™ f)(x) nie zalezy od wyboru x € X, gdzie L™f = (Lo Lo...o L)(f).
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